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ʢʦʪʦʨʦʡ ʜʣʷ ʢʘʞʜʦʛʦ ʠʟ K ʟʥʘʯʝʥʠʡ ʢʨʠʪʝʨʠʷ ʧʘʨʘʤʝʪʨʳ an,m ʟʘʜʘʚʘʪʴ ʩʦʛʣʘʩʥʦ 
ʬʦʨʤʫʣʝ an,m = an−1,m + σm(rnd(1)-0.5), m=1, 2, 3, 4, ʩ ʠʩʧʦʣʴʟʦʚʘʥʠʝʤ 
ʩʪʘʥʜʘʨʪʥʦʛʦ ʜʘʪʯʠʢʘ rnd(1) ʨʘʚʥʦʤʝʨʥʦ ʨʘʩʧʨʝʜʝʣʝʥʥʳʭ ʩʣʫʯʘʡʥʳʭ ʚʝʣʠʯʠʥ ʥʘ 
(0;1). ʊʘʢʠʤ ʦʙʨʘʟʦʤ, ʥʘ ʢʘʞʜʦʤ (n+1)-ʦʤ ʰʘʛʝ ʛʣʦʙʘʣʴʥʦʛʦ ʩʯʝʪʯʠʢʘ 
ʩʪʦʭʘʩʪʠʯʝʩʢʠʡ ʧʦʠʩʢ ʦʩʫʱʝʩʪʚʣʷʝʪʩʷ ʚʥʫʪʨʠ 4-ʢʫʙʘ, ʮʝʥʪʨ ʢʦʪʦʨʦʛʦ ʠʤʝʝʪ 
ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʳ â=(â1, â2, â3, â4), ʧʨʠ ʵʪʦʤ ʨʘʟʤʝʨʳ ʨʸʙʝʨ ʵʪʦʛʦ 4-ʢʫʙʘ ʩʦʩʪʘʚʣʷʶʪ 
an,mům,  m=1, 2, 3, 4.   

3.2. ʅʘʡʪʠ ʚ ʧʦʜʚʳʙʦʨʢʝ ʣʦʢʘʣʴʥʳʡ ʤʠʥʠʤʫʤ ʩʨʝʜʠ K ʟʥʘʯʝʥʠʡ ʢʨʠʪʝʨʠʷ 
χn=min(χn,k), k=1, é, K.   

3.3. ɺ ʮʠʢʣʝ ʧʦ n ʥʘʡʪʠ ʛʣʦʙʘʣʴʥʳʡ ʤʠʥʠʤʫʤ ʩʨʝʜʠ ʚʳʙʦʨʢʠ ʠʟ N ʟʥʘʯʝʥʠʡ ʢʨʠʪʝʨʠʷ 
(4):  χN=min(χn), n=1, é, N. 

4. ʇʨʠʩʚʦʠʪʴ ʟʥʘʯʝʥʠʷ ʦʮʝʥʦʢ ʧʘʨʘʤʝʪʨʦʚ: â1=âN,1, â2=âN,2, â3=âN,3, â4=âN,4.
5. ʇʦʣʫʯʝʥʥʳʝ ʟʥʘʯʝʥʠʷ ʦʮʝʥʦʢ â1, â2, â3, â4 ʷʚʣʷʶʪʩʷ ʧʦ ʩʚʦʝʡ ʧʨʠʨʦʜʝ

ʩʣʫʯʘʡʥʳʤʠ ʚʝʣʠʯʠʥʘʤʠ. ʇʦʵʪʦʤʫ ʜʣʷ ʠʭ ʩʪʘʪʠʩʪʠʯʝʩʢʦʡ ʘʪʪʝʩʪʘʮʠʠ
ʥʝʦʙʭʦʜʠʤʦ ʧʨʝʜʲʷʚʠʪʴ ʦʮʝʥʢʫ ʠʭ ʧʦʛʨʝʰʥʦʩʪʠ ȹâ=(ȹâ1, ȹâ2, ȹâ3, ȹ â4). ʉ ʵʪʦʡ
ʮʝʣʴʶ ʨʘʩʩʤʦʪʨʠʤ ʚʘʨʠʘʮʠʶ ʫʨʘʚʥʝʥʠʡ:  δNi=δHi,  i=1, é, 5,  ʛʜʝ
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6. ʆʧʠʨʘʷʩʴ ʥʘ ʥʘʡʜʝʥʥʳʝ ʟʥʘʯʝʥʠʷ âm, m=1, 2, 3, 4, ʚʳʧʦʣʥʠʪʴ ʥʘʜ ʢʨʠʪʝʨʠʝʤ χn,k
ʜʝʡʩʪʚʠʷ, ʦʧʠʩʘʥʥʳʝ ʚ ʧ. 3 ʘʣʛʦʨʠʪʤʘ, ʠ ʥʘʡʪʠ ʛʣʦʙʘʣʴʥʳʡ ʤʠʥʠʤʫʤ ʩʨʝʜʠ
ʚʳʙʦʨʢʠ ʠʟ N ʟʥʘʯʝʥʠʡ ʢʨʠʪʝʨʠʷ χN=min(χn), n=1, é, N, ʧʦʩʣʝ ʯʝʛʦ ʧʨʠʩʚʦʠʪʴ
ʥʘʡʜʝʥʥʳʝ ʟʥʘʯʝʥʠʷ ʦʮʝʥʦʢ ʧʦʛʨʝʰʥʦʩʪʝʡ ʦʮʝʥʢʘʤ ʧʘʨʘʤʝʪʨʦʚ:  ȹâ1=ȹâN,1,
ȹâ2=ȹâN,2, ȹâ3=ȹâN,3, ȹâ4=ȹâN,4.

Результаты вычислений и их обсуждение 
ʉʬʦʨʤʫʣʠʨʦʚʘʥʘ ʤʦʜʝʣʴ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʝʩʢʦʡ ʦʙʨʘʙʦʪʢʠ ʜʘʥʥʳʭ ʠʟʤʝʨʝʥʠʡ 

ʥʘʚʝʜʝʥʥʦʡ ʚ ʠʥʜʠʠ ʨʘʜʠʦʘʢʪʠʚʥʦʩʪʠ. ʅʘ ʦʩʥʦʚʘʥʠʠ ʤʦʜʝʣʠ, ʦʩʥʦʚʘʥʥʦʡ ʥʘ 
ʤʠʥʠʤʠʟʘʮʠʠ ʬʫʥʢʮʠʦʥʘʣʘ ʢʘʯʝʩʪʚʘ ʠ ʥʝʣʠʥʝʡʥʳʭ ʨʝʛʨʝʩʩʠʦʥʥʳʭ ʫʨʘʚʥʝʥʠʷʭ, ʩ 
ʧʦʤʦʱʴʶ ʩʪʦʭʘʩʪʠʯʝʩʢʦʛʦ ʨʝʢʫʨʨʝʥʪʥʦʛʦ ʘʣʛʦʨʠʪʤʘ ʨʘʩʩʤʘʪʨʠʚʘʣʘʩʴ ʟʘʜʘʯʘ 
ʚʦʩʩʪʘʥʦʚʣʝʥʠʷ ʩʧʝʢʪʨʘ ʥʝʡʪʨʦʥʦʚ. ɹʳʣʦ ʩʦʟʜʘʥʦ ʧʨʦʛʨʘʤʤʥʦʝ ʩʨʝʜʩʪʚʦ ʜʣʷ 
ʥʘʭʦʞʜʝʥʠʷ ʦʮʝʥʦʢ. ʇʨʠ ʧʨʦʚʝʜʝʥʠʠ ʚʳʯʠʩʣʝʥʠʡ ʦʢʘʟʘʣʦʩʴ ʜʦʩʪʘʪʦʯʥʳʤ ʚʳʙʨʘʪʴ: 
ʛʨʘʥʠʮʳ ʮʠʢʣʦʚ N=1000, K=100 ʠ ʨʘʜʠʫʩʳ ʧʦʠʩʢʘ ů1, ů2, ů3, ů4, ʨʘʚʥʳʝ 0,6. ʅʘ ʩʪʘʨʪʝ 
ʚʳʯʠʩʣʝʥʠʡ ʙʳʣʦ ʚʳʙʨʘʥʦ: a0,1=1800000; a0,2=1.0; a0,3=1.0; a0,4=0.01. ʂʦʣʠʯʝʩʪʚʦ ʪʦʯʝʢ 
ʧʦ ʵʥʝʨʛʝʪʠʯʝʩʢʦʡ ʰʢʘʣʝ ʚʳʙʠʨʘʣʦʩʴ ʥʘ ʵʪʘʧʝ ʨʘʩʯʝʪʘ ʬʫʥʢʮʠʡ ʦʪʢʣʠʢʘ Fi(Ej) ʠ 
ʩʦʩʪʘʚʠʣʦ 33, ʯʪʦ ʚʠʜʥʦ ʥʘ ʨʠʩ. 2. 

ʅʘ ʨʠʩ. 3 ʧʦʢʘʟʘʥʘ ʠʪʝʨʘʮʠʦʥʥʘʷ ʜʠʥʘʤʠʢʘ ʢʨʠʪʝʨʠʝʚ (4) ʠ (6). ɺʠʜʥʦ, ʯʪʦ 
ʥʘʯʠʥʘʷ ʩ n=200 ʟʥʘʯʝʥʠʝ ʬʫʥʢʮʠʦʥʘʣʘ χn ʦʩʪʘʝʪʩʷ ʥʝʠʟʤʝʥʥʳʤ. ʕʪʦ ʜʘʝʪ ʦʩʥʦʚʘʥʠʝ 
ʧʦʣʘʛʘʪʴ ʦʮʝʥʢʠ, ʦʧʨʝʜʝʣʷʝʤʳʝ ʧʦʩʣʝ n=200, ʜʦʩʪʘʪʦʯʥʦ ʩʪʘʪʠʩʪʠʯʝʩʢʠ 
ʦʙʦʩʥʦʚʘʥʥʳʤʠ. ʏʪʦ ʢʘʩʘʝʪʩʷ ʨʝʘʣʠʟʘʮʠʡ ʬʫʥʢʮʠʦʥʘʣʘ ηn, ʪʦ ʦʥʠ ʪʘʢʞʝ ʧʦʩʣʝ n=400 ʚ 
ʦʩʥʦʚʥʦʤ ʬʣʫʢʪʫʠʨʫʶʪ ʚʦʢʨʫʛ ʦʜʥʦʛʦ ʩʨʝʜʥʝʛʦ.  
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Рис. 3. Динамика минимума функционалов (4) и (6). Рис. 4. Динамика оценок â1 и Δân,1. 

ʅʘ ʨʠʩ. 4−7 ʧʦʢʘʟʘʥʳ ʜʠʥʘʤʠʢʘ ʠʩʢʦʤʳʭ ʦʮʝʥʦʢ (ʫʢʘʟʘʥʳ ʩʧʣʦʰʥʦʡ ʣʠʥʠʝʡ) ʠ 
ʠʭ ʧʦʛʨʝʰʥʦʩʪʝʡ (ʫʢʘʟʘʥʳ ʧʫʥʢʪʠʨʥʦʡ ʣʠʥʠʝʡ). ʇʨʠʤʝʨ ʵʚʦʣʶʮʠʠ ʦʮʝʥʢʠ 
ʧʘʨʘʤʝʪʨʘ â1 ʠ ʦʮʝʥʢʠ ʧʦʛʨʝʰʥʦʩʪʠ ʦʮʝʥʢʠ ʧʘʨʘʤʝʪʨʘ ȹâ1 ʧʨʠʚʝʜʝʥ ʥʘ ʨʠʩ. 4. 
ɺʠʜʥʦ, ʯʪʦ ʚ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʝ ʠʪʝʨʘʮʠʦʥʥʦʛʦ ʧʨʦʮʝʩʩʘ ʠʩʢʦʤʳʝ â1 ʠ ȹâ1 ʦʮʝʥʢʠ 
ʚʳʰʣʠ ʥʘ ʩʚʦʠ ʩʪʘʮʠʦʥʘʨʥʳʝ ʟʥʘʯʝʥʠʷ. 

Рис. 5. Динамика оценок â2 и Δân,2. Рис. 6. Динамика оценок â3 и Δân,3. 

ʅʘ ʨʠʩ. 5, 6 ʠ 7 ʧʦʢʘʟʘʥʳ ʘʥʘʣʦʛʠʯʥʳʝ ʟʘʚʠʩʠʤʦʩʪʠ ʜʣʷ ʦʮʝʥʦʢ â1, â2, â3 ʠ â4 
ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʝʥʥʦ. ʀʟ ʨʠʩ. 7 ʩʣʝʜʫʝʪ, ʯʪʦ â4=0. ʇʦʩʢʦʣʴʢʫ ʫ ʩʧʝʢʪʨʦʤʝʪʨʘ ʛʨʘʥʠʮʘ 
ʨʘʙʦʯʝʛʦ ʜʠʘʧʘʟʦʥʘ ʩʦ ʩʪʦʨʦʥʳ ʤʘʣʳʭ ʵʥʝʨʛʠʡ ʧʦʨʷʜʢʘ 0.01 ʄʵɺ, ʪʦ ʟʘʤʝʪʥʳʡ ʚʢʣʘʜ 
ʛʠʧʝʨʙʦʣʠʯʝʩʢʦʛʦ ʯʣʝʥʘ ʜʦʣʞʝʥ ʧʨʦʷʚʣʷʪʴʩʷ ʧʨʠ ʙʦʣʝʝ ʥʠʟʢʠʭ ʵʥʝʨʛʠʷʭ. 

Рис. 7. Динамика оценок â4 и Δ âN,4. Рис. 8. Энергетические спектры нейтронов: 
исходный Q(E) и восстановленный P(E). 
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ʅʘ ʨʠʩ. 8 ʧʨʠʚʝʜʝʥʳ ʠʩʭʦʜʥʳʡ ʩʧʝʢʪʨ Q(E), ʨʘʩʩʯʠʪʘʥʥʳʡ ʩ ʧʦʤʦʱʴʶ 
ʥʘʯʘʣʴʥʳʭ ʟʥʘʯʝʥʠʡ ʧʘʨʘʤʝʪʨʦʚ a0,1, a0,2, a0,3, a0,4, ʠ ʨʝʟʫʣʴʪʠʨʫʶʱʠʡ ʩʧʝʢʪʨ P(E), 
ʧʦʣʫʯʝʥʥʳʡ ʥʘ ʦʩʥʦʚʝ ʥʘʡʜʝʥʥʳʭ ʦʮʝʥʦʢ â1, â2, â3 ʠ â4. ʀʟ ʨʠʩ. 8 ʚʠʜʥʦ, ʯʪʦ ʤʘʢʩʠʤʫʤ 
ʩʧʝʢʪʨʘ ʥʝʡʪʨʦʥʦʚ ʧʨʠʭʦʜʠʪʩʷ ʥʘ ʵʥʝʨʛʠʶ 0.5 ʄʵɺ.  

ʀʪʘʢ, ʚ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʝ ʧʦʣʫʯʝʥʳ ʩʣʝʜʫʶʱʠʝ ʟʥʘʯʝʥʠʷ ʜʣʷ ʦʮʝʥʦʢ ʠʩʢʦʤʳʭ ʚʝʣʠʯʠʥ: 

ʊʘʙʣʠʮʘ 2 
ʆʩʥʦʚʥʳʝ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʳ ʨʘʩʯʝʪʘ 

a0,1=1800000 a0,2=1.0 a0,3=1.0 a0,4=0.010 
â1=1086000 ± 189000 â2=2.889± 0.202 â3=1.579± 0.102 â4=0.000 

ʂʘʢ ʚʠʜʥʦ ʠʟ ʪʘʙʣ. 2 ʠ ʨʠʩ. 8, ʧʦʜʩʪʘʥʦʚʢʘ ʥʘʡʜʝʥʥʳʭ ʦʮʝʥʦʢ ʧʘʨʘʤʝʪʨʦʚ 
ʧʨʠʚʦʜʠʪ ʢ ʨʘʩʧʨʝʜʝʣʝʥʠʶ, ʦʙʱʠʡ ʚʠʜ ʠ ʧʦʣʦʞʝʥʠʝ ʤʘʢʩʠʤʫʤʘ ʢʦʪʦʨʦʛʦ ʦʢʘʟʘʣʠʩʴ 
ʙʣʠʟʢʠʤʠ ʢ ʦʞʠʜʘʝʤʦʤʫ. ʇʨʘʢʪʠʢʘ ʤʠʥʠʤʠʟʘʮʠʠ ʬʫʥʢʮʠʡ ʩ ʧʦʤʦʱʴʶ ʧʨʦʛʨʘʤʤ, 
ʙʘʟʠʨʫʶʱʠʭʩʷ ʥʘ ʧʨʠʥʮʠʧʝ ʛʨʘʜʠʝʥʪʥʦʛʦ ʩʧʫʩʢʘ, ʧʦʢʘʟʳʚʘʝʪ ʠʭ ʥʝʨʝʜʢʦʝ ʟʘʚʠʩʘʥʠʝ 
ʠʣʠ ʘʚʦʩʪʳ. ʂʘʢ ʚʠʜʥʦ ʠʟ ʧʦʣʫʯʝʥʥʳʭ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʦʚ, ʩʪʦʭʘʩʪʠʯʝʩʢʠʡ ʤʝʪʦʜ ʣʠʰʝʥ ʵʪʦʛʦ 
ʥʝʜʦʩʪʘʪʢʘ. ʕʪʦ ʷʚʠʣʦʩʴ ʧʨʝʠʤʫʱʝʩʪʚʦʤ ʜʣʷ ʧʨʘʢʪʠʢʠ ʧʨʠʤʝʥʝʥʠʷ ʵʪʦʛʦ ʤʝʪʦʜʘ.  

Выводы 
ʉʦʟʜʘʥ ʰʘʨʦʚʦʡ ʥʝʡʪʨʦʥʥʳʡ ʩʧʝʢʪʨʦʤʝʪʨ ʘʢʪʠʚʘʮʠʦʥʥʦʛʦ ʪʠʧʘ, ʩʦʩʪʦʷʱʠʡ ʠʟ 

5-ʪʠ ʧʦʣʠʵʪʠʣʝʥʦʚʳʭ ʰʘʨʦʚ, ʩʦʜʝʨʞʘʱʠʭ ʮʠʣʠʥʜʨʠʯʝʩʢʫʶ ʪʘʙʣʝʪʢʫ ʠʟ ʠʥʜʠʷ. ʇʫʯʦʢ
ʵʣʝʢʪʨʦʥʦʚ ʩ ʵʥʝʨʛʠʝʡ Е=12 ʄʵɺ ʧʨʝʦʙʨʘʟʦʚʳʚʘʣʩʷ ʚ ʪʘʥʪʘʣʦʚʦʤ (е, γ)-ʢʦʥʚʝʨʪʦʨʝ ʚ
ʛʘʤʤʘ-ʠʟʣʫʯʝʥʠʝ, ʢʦʪʦʨʦʝ ʧʦʧʘʜʘʣʦ ʥʘ ʩʚʠʥʮʦʚʳʡ (γ, n)-ʢʦʥʚʝʨʪʦʨ. ʅʝʡʪʨʦʥʳ ʠʟ ʵʪʦʛʦ
ʢʦʥʚʝʨʪʦʨʘ ʧʘʜʘʣʠ ʥʘ ʰʘʨʳ ʩʧʝʢʪʨʦʤʝʪʨʘ. ʊʘʢ ʢʘʢ ʨʘʟʤʝʨʳ ʰʘʨʦʚ ʨʘʟʥʳʝ, ʪʦ ʚ ʢʘʞʜʦʤ
ʠʟ ʥʠʭ ʘʢʪʠʚʘʮʠʷ ʠʥʜʠʝʚʳʭ ʪʘʙʣʝʪʦʢ ʙʳʣʘ ʨʘʟʥʦʡ. ʇʦʩʣʝ ʦʙʣʫʯʝʥʠʷ ʠʟ ʰʘʨʦʚ ʙʳʣʠ
ʠʟʚʣʝʯʝʥʳ ʠʥʜʠʝʚʳʝ ʪʘʙʣʝʪʢʠ ʠ ʢʘʞʜʘʷ ʠʟ ʥʠʭ ʧʦʤʝʱʘʣʘʩʴ ʚ ʛʘʤʤʘ-ʩʧʝʢʪʨʦʤʝʪʨ, ʛʜʝ
ʧʦ ʠʥʪʝʥʩʠʚʥʦʩʪʠ ʣʠʥʠʠ ʠʟʣʫʯʝʥʠʷ 413 ʢʵɺ ʦʧʨʝʜʝʣʷʣʘʩʴ ʩʪʝʧʝʥʴ ʘʢʪʠʚʘʮʠʠ ʪʘʙʣʝʪʢʠ
5 ʯʠʩʝʣ, ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʟʫʶʱʠʝ ʘʢʪʠʚʘʮʠʶ ʪʘʙʣʝʪʦʢ ʠʟ 5-ʪʠ ʰʘʨʦʚ. ʈʘʩʩʤʘʪʨʠʚʘʷ ʬʫʥʢʮʠʶ,
ʢʦʪʦʨʘʷ ʦʧʠʩʳʚʘʝʪ ʩʧʝʢʪʨ ʥʝʡʪʨʦʥʦʚ ʠ ʟʘʚʠʩʠʪ ʦʪ ʥʝʩʢʦʣʴʢʠʭ ʧʘʨʘʤʝʪʨʦʚ, ʠ,
ʨʘʩʧʦʣʘʛʘʷ ʬʫʥʢʮʠʝʡ ʦʪʢʣʠʢʘ i-ʦʛʦ ʰʘʨʘ, ʘʢʪʠʚʘʮʠʷ ʤʦʞʝʪ ʙʳʪʴ ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʝʥʘ ʢʘʢ
ʩʚʸʨʪʢʘ ʵʪʠʭ ʜʚʫʭ ʬʫʥʢʮʠʡ. ʇʦʵʪʦʤʫ ʜʣʷ 5 ʵʢʩʧʝʨʠʤʝʥʪʘʣʴʥʳʭ ʟʥʘʯʝʥʠʡ Ni ʦʙʨʘʟʫʝʪʩʷ
5 ʫʨʘʚʥʝʥʠʡ, ʠʟ ʨʝʰʝʥʠʷ ʢʦʪʦʨʳʭ ʦʮʝʥʠʚʘʝʪʩʷ ʩʧʝʢʪʨ ʥʝʡʪʨʦʥʦʚ.

ʇʨʝʜʣʦʞʝʥʘ ʤʦʜʝʣʴ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʝʩʢʦʡ ʦʙʨʘʙʦʪʢʠ ʜʘʥʥʳʭ ʠʟʤʝʨʝʥʠʡ ʥʘʚʝʜʝʥʥʦʡ ʚ 
ʠʥʜʠʠ ʨʘʜʠʦʘʢʪʠʚʥʦʩʪʠ. ʇʦʩʪʨʦʝʥʘ ʤʦʜʝʣʴ, ʦʩʥʦʚʘʥʥʘʷ ʥʘ ʤʠʥʠʤʠʟʘʮʠʠ ʬʫʥʢʮʠʦʥʘʣʘ 
ʢʘʯʝʩʪʚʘ ʠ ʥʝʣʠʥʝʡʥʳʭ ʨʝʛʨʝʩʩʠʦʥʥʳʭ ʫʨʘʚʥʝʥʠʷʭ.  

ʉ ʧʦʤʦʱʴʶ ʩʪʦʭʘʩʪʠʯʝʩʢʦʛʦ ʨʝʢʫʨʨʝʥʪʥʦʛʦ ʘʣʛʦʨʠʪʤʘ ʨʝʰʝʥʘ ʟʘʜʘʯʘ 
ʚʦʩʩʪʘʥʦʚʣʝʥʠʷ ʩʧʝʢʪʨʘ ʥʝʡʪʨʦʥʦʚ. ɼʣʷ ʠʩʧʦʣʴʟʦʚʘʥʥʦʡ ʯʝʪʳʨʝʭʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʝʩʢʦʡ 
ʤʦʜʝʣʠ ʩʧʝʢʪʨʘ ʪʠʧʘ ʨʘʩʧʨʝʜʝʣʝʥʠʷ ʄʘʢʩʚʝʣʣʘ ʧʦʣʫʯʝʥʳ ʦʮʝʥʢʠ ʝʛʦ ʧʘʨʘʤʝʪʨʦʚ, ʘ 
ʪʘʢʞʝ ʦʮʝʥʢʠ ʧʦʛʨʝʰʥʦʩʪʝʡ ʦʮʝʥʦʢ ʧʘʨʘʤʝʪʨʦʚ.  

ʇʦʣʫʯʝʥʥʳʡ ʚ ʨʘʙʦʪʝ ʦʧʳʪ ʤʦʞʝʪ ʙʳʪʴ ʠʩʧʦʣʴʟʦʚʘʥ ʜʣʷ ʦʧʪʠʤʠʟʘʮʠʠ 
ʢʦʥʩʪʨʫʢʮʠʠ ʥʝʡʪʨʦʥʥʦʛʦ ʩʧʝʢʪʨʦʤʝʪʨʘ. 
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ʋɼʂ 514.180 
ɺ.ʄ. ɺɽʈɽʑɸɻɸ, ʄ.ʆ. ʈʋɹʎʆɺ, ʆ.ʄ. ʇɸɺʃɽʅʂʆ 

ʄʝʣʽʪʦʧʦʣʴʩʴʢʠʡ ʜʝʨʞʘʚʥʠʡ ʧʝʜʘʛʦʛʽʯʥʠʡ ʫʥʽʚʝʨʩʠʪʝʪ 
ʽʤʝʥʽ ɹʦʛʜʘʥʘ ʍʤʝʣʴʥʠʮʴʢʦʛʦ 

ʄʝʣʽʪʦʧʦʣʴʩʴʢʘ ʰʢʦʣʘ ʧʨʠʢʣʘʜʥʦʾ ʛʝʦʤʝʪʨʽʾ ʽʤʝʥʽ ɺʦʣʦʜʠʤʠʨʘ ʅʘʡʜʠʰʘ 

ГЛОБАЛЬНА ІНТЕРПОЛЯЦІЯ ТОЧКОВИМ ПОЛІНОМОМ ГЕОМЕТРИЧНОЇ 
КОМПОЗИЦІЇ ІЗ ТРЬОХ ТОЧОК, СЕРЕД ЯКИХ Є ДВОКРАТНА 

У статті показано послідовність виконання параметризації, уздовж 
координатної осі, вихідної дискретно поданої лінії (ДПЛ) та надано у загальному 
вигляді інтерполяційний точковий поліном. Розглядається можливий варіант 
виконання інтерполяції дискретно поданої кривої (ДПК), яку утворюють три точки, 
які перетворилися у трикратну точку та надаються значення параметрів щодо цього 
варіанту. Вказується на те, що з появою на ДПЛ кратних точок у складових 
елементах параметричного точкового полінома виникають невизначеності. Доведено, 
що усі ці невизначеності розкриваються, границями яких, у вузлових точках є нуль або 
одиниця. Вказується на те, що з появою на ДПЛ кратних точок у складових елементах 
параметричного полінома Лагранжа виникають невизначеності. Доведено, що усі ці 
невизначеності розкриваються, границями яких, у вузлових точках є нуль або одиниця. 
Показано, що невизначеності, які виникають з появою кратних точок на ДПЛ, не є 
перешкодою для глобальної інтерполяції із застосуванням параметричного точкового 
полінома. Тобто, для будь-якої композиції з трьох точок, побудова та структура 
запису параметричного точкового полінома лишається без змін. При цьому, ніяких 
обмежень на створення композиції з трьох точок не існує. Доведено, що усі ці 
невизначеності розкриваються, границями яких, у вузлових точках є нуль або одиниця. 
Показано, що невизначеності, які виникають з появою кратних точок на ДПЛ, не є 
перешкодою для глобальної інтерполяції із застосуванням параметричного полінома за 
формою Лагранжа. Цей факт доведено у даній статті. Надано композиційну числову 
матрицю, у відповідності до якої відбувається обумовлена інтерполяція. Елементами 
цієї композиційної матриці є значення характеристичних функцій інтерполянта у 
вузлових точках. Показано, що елементи композиційної матриці інтерполяції не 
змінюються за наявності будь-якої геометричної композиції з трьох точок. Може 
змінюватись лише статус цих елементів. В одному випадку їх значення є точними, а у 
іншому – вони можуть бути границею, до якої прямує значення характеристичної 
функції інтерполяційного точкового параметричного полінома.  

Ключові слова: кратні точки, геометрична композиція, композиційна матриця, 
розкриття невизначеностей, точковий поліном. 

ɺ.ʄ. ɺɽʈɽʑɸɻɸ, ʅ.ɸ. ʈʋɹʎʆɺ, ɸ.ʄ. ʇɸɺʃɽʅʂʆ 
ʄʝʣʠʪʦʧʦʣʴʩʢʠʡ ʛʦʩʫʜʘʨʩʪʚʝʥʥʳʡ ʧʝʜʘʛʦʛʠʯʝʩʢʠʡ ʫʥʠʚʝʨʩʠʪʝʪ 

ʠʤʝʥʠ ɹʦʛʜʘʥʘ ʍʤʝʣʴʥʠʮʢʦʛʦ 
ʄʝʣʠʪʦʧʦʣʴʩʢʘʷ ʰʢʦʣʘ ʧʨʠʢʣʘʜʥʦʡ ʛʝʦʤʝʪʨʠʠ ʠʤʝʥʠ ɺʣʘʜʠʤʠʨʘ ʅʘʡʜʳʰʘ 

ГЛОБАЛЬНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ТОЧЕЧНЫМ ПОЛИНОМОМ 
ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ КОМПОЗИЦИИ ИЗ ТРЕХ ТОЧЕК, СРЕДИ КОТОРЫХ 

ЕСТЬ ДВУХКРАТНАЯ 

В статье показана последовательность выполнения параметризации, вдоль 
координатной оси, исходной дискретно представленной линии (ДПЛ) и предоставлено 
в общем виде интерполяционный точечный полином. Рассматривается возможный 
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вариант выполнения интерполяции дискретно представленной кривой (ДПК), которую 
образуют три точки, которые превратились в трехкратную точку и 
предоставляются значения параметров по этому варианту. Указывается на то, что с 
появлением на ДПЛ кратных точек в составляющих элементах параметрического 
точечного полинома возникают неопределенности. Доказано, что все эти 
неопределенности раскрываются, границами которых, в узловых точках является ноль 
или единица. Указывается на то, что с появлением на ДПЛ кратных точек в 
составляющих элементах параметрического полинома Лагранжа возникают 
неопределенности. Доказано, что все эти неопределенности раскрываются, 
границами которых, в узловых точках являются ноль или единица. Показано, что 
неопределенности, которые возникают с появлением кратных точек на ДПЛ, не 
является препятствием для глобальной интерполяции с применением 
параметрического точечного полинома. То есть, для любой композиции из трех точек, 
построение и структура записи параметрического точечного полинома остается без 
изменений. При этом, никаких ограничений на создание композиции из трех точек не 
существует. Доказано, что все эти неопределенности раскрываются, границами 
которых, в узловых точках являются ноль или единица. Показано, что 
неопределенности, которые возникают с появлением кратных точек на ДПЛ, не 
является препятствием для глобальной интерполяции с применением 
параметрического полинома по форме Лагранжа. Этот факт доказан в данной 
статье. Предоставлено композиционную числовую матрицу, в соответствии с 
которой происходит обусловлена интерполяция. Элементами этой композиционной 
матрицы является значение характеристических функций интерполянта в узловых 
точках. Показано, что элементы композиционного матрицы интерполяции не 
изменяются при наличии любой геометрической композиции из трех точек. Может 
изменяться только статус этих элементов. В одном случае их значения являются 
точными, а в другом - они могут быть границей, к которой следует значение 
характеристической функции интерполяционного точечного параметрического 
полинома. 

Ключевые слова: кратные точки, геометрическая композиция, композиционная 
матрица, раскрытия неопределенностей, точечный полином. 
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Volodimir Naydysh Melitopol School of Applied Geometry 

GLOBAL INTERPOLATION BY A POINT POLYNOMIC GEOMETRIC 
COMPOSITION OF THREE POINTS, AMONG THESE TWO-TIME 

The article shows the sequence of performing parameterization, along the coordinate 
axis, of the original discretely presented line (DPL) and provides in general form an 
interpolation point polynomial. A possible embodiment of the interpolation of a discretely 
presented curve (DPC) is considered, which is formed by three points that have turned into a 
triple point and the parameter values for this option are provided. It is indicated that with the 
appearance of multiple points on the DPL in the constituent elements of a parametric point 
polynomial, uncertainties arise. It is proved that all these uncertainties are revealed, the 
boundaries of which, at nodal points, is zero or one. It is indicated that with the appearance 
of multiple points on the DPL in the constituent elements of the parametric Lagrange 
polynomial, uncertainties arise. It is proved that all these uncertainties are revealed, the 
boundaries of which, at nodal points, are zero or one. It is shown that the uncertainties that 
arise with the appearance of multiple points on the LPL are not an obstacle to global 

34



ПРИКЛАДНІ ПИТАННЯ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ Т. 3, № 1, 2020 

10.32782/2618-0340/2020.1-3.3 

interpolation using a parametric point polynomial. That is, for any composition of three 
points, the construction and recording structure of a parametric point polynomial remains 
unchanged. At the same time, there are no restrictions on creating a composition of three 
points. It is proved that all these uncertainties are revealed, the boundaries of which, at nodal 
points, are zero or one. It is shown that the uncertainties that arise with the appearance of 
multiple points on the LPL are not an obstacle to global interpolation using a parametric 
polynomial in the Lagrange form. This fact is proved in this article. A composite numerical 
matrix is provided according to which interpolation occurs. The elements of this 
compositional matrix is the value of the characteristic functions of the interpolant at the nodal 
points. It is shown that the elements of the composite interpolation matrix do not change in 
the presence of any geometric composition of three points. Only the status of these elements 
can be changed. In one case, their values are accurate, and in the other, they can be the 
boundary to which the value of the characteristic function of the interpolation point 
parametric polynomial follows. 

Keywords: multiple points, geometric composition, compositional matrix, disclosure 
of uncertainties, point polynomial. 
 

Постановка проблеми 
ɻʝʦʤʝʪʨʠʯʥʝ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ ʦʙôʻʤʥʠʭ ʦʙôʻʢʪʽʚ ʜʦʚʽʣʴʥʦʾ ʬʦʨʤʠ ʧʦʪʨʝʙʫʻ 

ʧʦʙʫʜʦʚʠ ʡʦʛʦ ʧʦʚʝʨʭʥʽ. ɿʘʟʚʠʯʘʡ, ʧʦʙʫʜʦʚʘ ʧʦʚʝʨʭʦʥʴ ʚʽʜʙʫʚʘʻʪʴʩʷ ʰʣʷʭʦʤ ʥʘʥʝʩʝʥʥʷ 
ʥʘ ʥʝʾ ʩʽʪʢʠ. ʗʢʱʦ ʥʘ ʧʦʚʝʨʭʥʽ ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʦʛʦ ʪʽʣʘ ʜʦʚʽʣʴʥʦʾ ʬʦʨʤʠ ʥʘʥʝʩʪʠ ʩʽʪʢʫ, ʱʦ 
ʤʘʻ ʥʝʟʤʽʥʥʫ ʢʽʣʴʢʽʩʪʴ ʣʽʥʽʡ ʫ ʧʨʷʤʦʤʫ ʪʘ ʪʨʘʥʩʚʝʨʩʘʣʴʥʦʤʫ ʥʘʧʨʷʤʢʘʭ, ʪʦ ʙʫʜʫʪʴ 
ʚʠʥʠʢʘʪʠ ʯʘʨʫʥʢʠ ʨʽʟʥʠʭ ʨʦʟʤʽʨʽʚ, ʷʢ ʚʝʣʠʢʽ, ʪʘʢ ʽ ʜʫʞʝ ʟʘʤʘʣʽ. ʅʘ ʚʝʣʠʢʠʭ ʯʘʨʫʥʢʘʭ 
ʙʫʜʝ ʟʙʽʣʴʰʫʚʘʪʠʩʴ ʧʦʭʠʙʢʘ ʚʽʜʪʚʦʨʝʥʥʷ ʧʦʚʝʨʭʥʽ, ʘ ʥʘ ʤʘʣʠʭ ï ʙʫʜʫʪʴ ʟʙʽʣʴʰʫʚʘʪʠʩʴ 
ʚʠʪʨʘʪʠ ʨʝʩʫʨʩʽʚ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ, ʱʦ ʙʫʜʝ ʟʤʝʥʰʫʚʘʪʠ ʝʬʝʢʪʠʚʥʽʩʪʴ ʪʘ ʷʢʽʩʪʴ 
ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ. ʉʢʘʟʘʥʝ ʦʙˇʨʫʥʪʦʚʫʻ ʥʝʦʙʭʽʜʥʽʩʪʴ ʨʦʟʨʦʙʢʠ ʩʧʦʩʦʙʫ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ ʩʽʪʦʢ 
ʥʘ ʧʦʚʝʨʭʥʷʭ ʦʙôʻʤʥʠʭ ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʠʭ ʪʽʣ ʜʦʚʽʣʴʥʦʾ ʬʦʨʤʠ, ʷʢʠʡ ʤʘʚ ʙʠ ʤʦʞʣʠʚʽʩʪʴ 
ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʚʘʪʠ ʩʽʪʢʠ ʟʽ ʟʤʽʥʥʦʶ ʢʽʣʴʢʽʩʪʶ ʣʽʥʽʡ. ɿʤʽʥʥʘ ʢʽʣʴʢʽʩʪʴ ʣʽʥʽʡ ʫ ʩʽʪʢʘʭ 
ʚʠʢʣʠʢʘʻ ʧʦʷʚʫ ʜʚʦ-, ʪʨʠ-,é,n-ʢʨʘʪʥʠʭ ʪʦʯʦʢ. ʆʪʞʝ, ʨʦʟʨʦʙʢʘ ʪʘ ʜʦʚʝʜʝʥʥʷ ʤʦʞʣʠʚʦʩʪʽ 
ʟʘʩʪʦʩʫʚʘʥʥʷ ʩʧʦʩʦʙʫ ʽʥʪʝʨʧʦʣʷʮʽʾ ʜʠʩʢʨʝʪʥʦ ʧʦʜʘʥʠʭ ʣʽʥʽʡ, ʱʦ ʫʪʨʠʤʫʶʪʴ ʢʨʘʪʥʽ 
ʪʦʯʢʠ ʻ, ʫ ʧʝʚʥʽʡ ʤʽʨʽ, ʧʨʦʙʣʝʤʦʶ, ʷʢʘ ʽ ʙʫʜʝ ʨʦʟʚôʷʟʫʚʘʪʠʩʴ ʫ ʜʘʥʽʡ ʩʪʘʪʪʽ.  

 
Аналіз останніх досліджень і публікацій 

ʎʷ ʨʦʙʦʪʘ ʚʠʢʦʥʘʥʘ ʫ ʨʘʤʢʘʭ ʽ ʻ ʧʦʜʘʣʴʰʠʤ ʨʦʟʚʠʪʢʦʤ ʢʦʤʧʦʟʠʮʽʡʥʦʛʦ 
ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʦʛʦ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ [1, 4, 5, 7], ʷʢʠʡ ʙʫʣʦ ʨʦʟʨʦʙʣʝʥʦ ʥʘ ʙʘʟʽ ʪʦʯʢʦʚʦʛʦ 
ʯʠʩʣʝʥʥʷ ɹʘʣʶʙʠ-ʅʘʡʜʠʰʘ [2, 3]. 

ʋ ʟʛʘʜʘʥʠʭ ʨʦʙʦʪʘʭ ʚʢʘʟʫʻʪʴʩʷ ʥʘ ʪʝ, ʱʦ ʙʫʜʴ-ʷʢʘ ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʘ ʬʽʛʫʨʘ (ɻʌ) 
ʨʦʟʛʣʷʜʘʻʪʴʩʷ ʷʢ ʩʢʽʥʯʝʥʘ ʜʠʩʢʨʝʪʥʘ ʥʝʧʫʩʪʘ ʤʥʦʞʠʥʘ ʪʦʯʦʢ, ʷʢʘ ʤʦʞʝ ʫʪʨʠʤʫʚʘʪʠ 
ʨʽʟʥʦʛʦ ʨʦʜʫ ʧʽʜʤʥʦʞʠʥʠ, ʱʦ ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʷʶʪʴ ʩʦʙʦʶ ʮʽʣʽʩʥʠʡ ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʠʡ ʦʙôʻʢʪ 
(ɻʆ), ʷʢʠʡ ʷʚʣʷʻ ʩʦʙʦʶ ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʫ ʢʦʤʧʦʟʠʮʽʶ, ʧʨʠ ʮʴʦʤʫ ʟʤʽʥʘ ʘʙʦ ʟʘʤʽʥʘ ʙʫʜʴ-
ʷʢʦʛʦ ʟ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʦʾ ʢʦʤʧʦʟʠʮʽʾ ʥʝ ʪʷʛʥʝ ʟʘ ʩʦʙʦʶ ʥʽʷʢʠʭ ʟʤʽʥ ʜʣʷ ʨʝʰʪʠ 
ʽʥʰʠʭ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʢʦʤʧʦʟʠʮʽʾ. ɻʝʦʤʝʪʨʠʯʥʘ ʢʦʤʧʦʟʠʮʽʷ ʚʽʜʨʽʟʥʷʻʪʴʩʷ ʚʽʜ ʽʥʰʦʛʦ ʨʦʜʫ 
ʢʦʤʧʦʟʠʮʽʡ ʪʠʤ, ʱʦ ʜʣʷ ʢʦʞʥʦʛʦ ʟ ʾʾ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʚʩʪʘʥʦʚʣʝʥʦ ʚʣʘʩʥʽ ʨʦʟʤʽʨʠ ʪʘ ʨʦʟʤʽʨʠ, 
ʱʦ ʚʠʟʥʘʯʘʶʪʴ ʚʟʘʻʤʥʝ ʨʦʟʪʘʰʫʚʘʥʥʷ ʫʩʽʭ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ. ʆʢʨʽʤ ʪʦʛʦ, ʫ ʢʦʤʧʦʟʠʮʽʡʥʦʤʫ 
ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʦʤʫ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʽ ʢʦʞʥʘ ʚʠʭʽʜʥʘ ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʘ ʬʽʛʫʨʘ ʧʦʜʘʻʪʴʩʷ ʫ ʚʠʛʣʷʜʽ 
ʜʚʦʭ ʩʢʣʘʜʦʚʠʭ ï ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʦʾ ʽ ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥʦʾ ʯʘʩʪʠʥ. ʊʘʢʠʡ ʧʦʜʽʣ ʥʘ ʜʚʽ ʯʘʩʪʠʥʠ 
ʦʙˇʨʫʥʪʦʚʫʻʪʴʩʷ ʪʠʤ, ʱʦ ʙʫʜʴ-ʷʢʫ ɻʌ ʚʠʟʥʘʯʘʻ ʙʝʟʧʦʩʝʨʝʜʥʴʦ ʥʘʷʚʥʘ ʢʽʣʴʢʽʩʪʴ 
ʚʠʭʽʜʥʠʭ ʪʦʯʦʢ, ʘ ʥʽ ʚ ʷʢʦʤʫ ʨʘʟʽ, ʥʝ ʾʭ ʚʟʘʻʤʥʝ ʨʦʟʪʘʰʫʚʘʥʥʷ. ʅʘʷʚʥʽʩʪʴ ʪʦʯʦʢ ɻʌ 
ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʷʻ ʾʾ ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʫ ʯʘʩʪʠʥʫ, ʘ ʚʟʘʻʤʥʝ ʨʦʟʪʘʰʫʚʘʥʥʷ ʪʦʯʦʢ ɻʌ ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʷʻ ʾʾ 
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ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥʫ ʯʘʩʪʠʥʫ. ʇʨʝʜʩʪʘʚʣʝʥʥʷ ʚʠʭʽʜʥʦʾ ɻʌ ʫ ʚʠʛʣʷʜʽ ʜʚʦʭ ʯʘʩʪʠʥ ʥʘʟʚʘʥʦ, ʫ 
ʨʦʙʦʪʘʭ [1, 4, 5, 7], ʫʥʽʬʽʢʘʮʽʻʶ ɻʌ.  

ʂʦʤʧʦʟʠʮʽʡʥʝ ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʝ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ ʙʘʟʫʻʪʴʩʷ ʥʘ ʟʘʩʪʦʩʫʚʘʥʥʽ 
ʢʦʤʧʦʟʠʮʽʡʥʠʭ ʤʘʪʨʠʮʴ. ɯʩʥʫʶʯʘ ʪʝʦʨʽʷ ʤʘʪʨʠʮʴ [9] ʚʠʚʯʘʻ ʤʘʪʨʠʮʽ, ʱʦ ʦʧʠʩʫʶʪʴ 
ʘʣʛʝʙʨʘʾʯʥʽ ʩʠʩʪʝʤʠ, ʫ ʘʣʛʝʙʨʘʾʯʥʠʭ ʦʧʠʩʘʭ ʷʢʠʭ ʾʭ ʩʢʣʘʜʦʚʽ ʝʣʝʤʝʥʪʠ ʟʥʘʭʦʜʷʪʴʩʷ ʫ 
ʧʝʚʥʽʡ ʢʦʤʙʽʥʘʮʽʡʥʽʡ ʟʘʣʝʞʥʦʩʪʽ ʦʜʠʥ ʚʽʜ ʦʜʥʦʛʦ. ʅʘʷʚʥʽʩʪʴ ʪʘʢʠʭ ʢʦʤʙʽʥʘʮʽʡʥʠʭ 
ʟʘʣʝʞʥʦʩʪʝʡ, ʟʽ ʟʤʽʥʦʶ ʦʜʥʦʛʦ ʙʫʜʴ-ʷʢʦʛʦ ʟ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ, ʪʷʛʥʝ ʟʘ ʩʦʙʦʶ ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʽ ʟʤʽʥʠ 
ʚʠʭʽʜʥʠʭ ʟʥʘʯʝʥʴ ʜʣʷ ʨʝʰʪʠ ʽʥʰʠʭ.  

ʆʢʨʽʤ ʮʴʦʛʦ, ʥʘʷʚʥʽʩʪʴ ʚʟʘʻʤʦʟʘʣʝʞʥʦʩʪʝʡ ʤʽʞ ʝʣʝʤʝʥʪʘʤʠ ʫ ʦʧʠʩʘʭ 
ʘʣʛʝʙʨʘʾʯʥʠʭ ʩʠʩʪʝʤ ʚʧʣʠʚʘʻ ʥʘ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʠ ʨʦʟʚôʷʟʢʽʚ ʯʝʨʝʟ ʦʙʤʝʞʝʥʥʷ ʩʚʦʙʦʜʠ ʚʠʙʦʨʫ 
ʩʢʣʘʜʦʚʠʭ ʚʠʭʽʜʥʠʭ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ. ɯ ʥʘʚʧʘʢʠ, ʫ ʢʦʤʧʦʟʠʮʽʡʥʠʭ ʤʘʪʨʠʮʷʭ ʝʣʝʤʝʥʪʠ 
ʦʙʠʨʘʶʪʴʩʷ ʚʽʣʴʥʦ, ʥʝʟʘʣʝʞʥʦ ʦʜʠʥ ʚʽʜ ʦʜʥʦʛʦ, ʢʽʣʴʢʽʩʪʴ ʷʢʠʭ ʚʽʜʧʦʚʽʜʘʻ ʚʠʤʦʛʘʤ ʜʦ 
ʧʝʚʥʦʾ ʢʦʤʧʦʟʠʮʽʾ. ʅʘʧʨʠʢʣʘʜ, ʪʨʠʢʫʪʥʠʢ ï ʚʠʟʥʘʯʘʻʪʴʩʷ ʪʨʴʦʤʘ ʪʦʯʢʘʤʠ ʽ, ʧʨʠ ʮʴʦʤʫ, 
ʜʣʷ ʟʘʛʘʣʴʥʦʛʦ ʚʠʜʫ ʪʨʠʢʫʪʥʠʢʘ ʥʝ ʽʩʥʫʻ ʞʦʜʥʠʭ ʦʙʤʝʞʝʥʴ ʱʦʜʦ ʚʟʘʻʤʥʦʛʦ 
ʨʦʟʪʘʰʫʚʘʥʥʷ ʮʠʭ ʪʨʴʦʭ ʪʦʯʦʢ. ʆʪʞʝ, ʢʦʤʧʦʟʠʮʽʡʥʽ ʤʘʪʨʠʮʽ ʧʨʠʟʥʘʯʝʥʽ ʜʣʷ ʦʧʠʩʫ 
ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʠʭ ʬʽʛʫʨ.  

ʋ ʨʦʙʦʪʽ [6, 8] ʨʦʟʛʣʷʜʘʻʪʴʩʷ ʩʧʦʩʽʙ ʨʦʟʛʦʨʪʘʥʥʷ-ʟʛʦʨʪʘʥʥʷ ʯʘʨʫʥʦʢ, ʷʢʠʡ 
ʧʝʨʝʜʙʘʯʘʻ ʥʘʷʚʥʽʩʪʴ ʥʘ ʜʠʩʢʨʝʪʥʦ ʧʦʜʘʥʠʭ ʢʨʠʚʠʭ (ɼʇʂ) ʢʨʘʪʥʠʭ ʪʦʯʦʢ. ʆʜʥʘʢ, ʫ 
ʨʦʙʦʪʘʭ [6, 8] ʥʝ ʙʫʣʦ ʜʦʚʝʜʝʥʦ ʤʦʞʣʠʚʽʩʪʴ ʧʨʦʚʝʜʝʥʥʷ ʽʥʪʝʨʧʦʣʷʮʽʾ ɼʇʂ ʟ ʥʘʷʚʥʠʤʠ 
ʢʨʘʪʥʠʤʠ ʪʦʯʢʘʤʠ. ʏʠʤ ʽ ʚʠʢʣʠʢʘʥʦ ʥʘʧʠʩʘʥʥʷ ʜʘʥʦʾ ʩʪʘʪʪʽ, ʪʝʦʨʝʪʠʯʥʠʤ ʧʽʜˇʨʫʥʪʷʤ 
ʜʣʷ ʷʢʦʾ ʻ ʪʝʦʨʽʷ ʥʝʩʢʽʥʯʝʥʥʦ ʤʘʣʠʭ [9].  

Мета дослідження 
ʈʦʟʨʦʙʢʘ ʩʧʦʩʦʙʫ ʽʥʪʝʨʧʦʣʷʮʽʾ, ʜʦʚʝʜʝʥʥʷ ʡʦʛʦ ʧʨʘʚʜʠʚʦʩʪʽ ʽ ʤʦʞʣʠʚʦʩʪʝʡ 

ʟʘʩʪʦʩʫʚʘʥʥʷ ʜʣʷ ʨʽʟʥʠʭ ʚʘʨʽʘʥʪʽʚ ʨʦʟʪʘʰʫʚʘʥʥʷ ʢʨʘʪʥʠʭ ʪʦʯʦʢ ʥʘ ʜʠʩʢʨʝʪʥʦ ʧʦʜʘʥʠʭ 
ʣʽʥʽʷʭ ʜʣʷ ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʦʾ ʢʦʤʧʦʟʠʮʽʾ ʟ ʪʨʴʦʭ ʪʦʯʦʢ.  

Викладення основного матеріалу дослідження 
ʅʝʭʘʡ ʥʝʦʙʭʽʜʥʦ ʛʣʦʙʘʣʴʥʦ ʽʥʪʝʨʧʦʣʶʚʘʪʠ ɼʇʂ, ʱʦ ʤʘʻ ʟʘ ʚʫʟʣʠ ʽʥʪʝʨʧʦʣʷʮʽʾ 

ʪʨʠ ʙʘʟʠʩʥʽ ʪʦʯʢʠ Аі ʜʣʷ i=(1, 3)������� (ʨʠʩ. 1), 
ʷʢʽ ʫʪʚʦʨʶʶʪʴ ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʫ ʢʦʤʧʦʟʠʮʽʶ 
(ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʫ ʬʽʛʫʨʫ ï ɻʌ) ʟ ʪʨʴʦʭ ʪʦʯʦʢ. 
ɺʚʝʜʝʤʦ ʧʦʟʥʘʯʝʥʥʷ: 
𝑥𝑥11 = 𝑥𝑥1−𝑥𝑥1; 𝑥𝑥21 = 𝑥𝑥2−𝑥𝑥1; 𝑥𝑥31 = 𝑥𝑥3−𝑥𝑥1.    (1) 

ɺʚʝʜʝʤʦ ʧʘʨʘʤʝʪʨʠ ʜʣʷ ʚʠʭʽʜʥʦʾ ɻʌ 
(ʨʠʩ. 1) ʫʟʜʦʚʞ ʦʩʽ Ох: 

t1= х11
х31

=0; t2= х21
х31

; t3= х31
х31

=1 .  (2)
ʊʦʜʽ ʽʥʪʝʨʧʦʣʷʮʽʡʥʠʡ ʪʦʯʢʦʚʠʡ ʧʦʣʽʥʦʤ, 
ʱʦ ʛʣʦʙʘʣʴʥʦ ʽʥʪʝʨʧʦʣʶʻ ʚʠʭʽʜʥʫ ɼʇʂ 
(ʨʠʩ. 1), ʤʘʪʠʤʝ ʚʠʛʣʷʜ [1, 7]:  

yM= �
1
𝜆𝑖

3

i=1

yi∙��tj−t�
3

j=1
i≠j

, ʜʣʷ i=(1, 3),������� (3) 

ʜʝ y𝑀 ï ʧʦʪʦʯʥʘ ʪʦʯʢʘ ʥʘ ʽʥʪʝʨʧʦʣʷʮʽʡʥʽʡ ʢʨʠʚʽʡ (3); 𝜆𝑖 ï ʟʥʘʤʝʥʥʠʢ ʢʦʝʬʽʮʽʻʥʪʫ, ʷʢʠʡ 
ʧʨʠʚʦʜʠʪʴ ʜʦ ʦʜʠʥʠʮʽ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʦʾ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʯʥʦʾ ʬʫʥʢʮʽʾ (ʍʌ) ʚ і-ʤʫ ʚʫʟʣʽ. 

y3 y2 

𝐴𝐴1 𝐴𝐴3 𝐴𝐴2 

𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥3 x 

y 

y1 

Рис. 1. Вихідна ДПК. 

36



ПРИКЛАДНІ ПИТАННЯ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ Т. 3, № 1, 2020 

10.32782/2618-0340/2020.1-3.3 

ʍʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʯʥʽ ʬʫʥʢʮʽʾ (ʍʌ) ï ʮʝ ʚʠʨʘʟʠ 1
𝜆𝑖

, , ʷʢʽ ʜʣʷ ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʦʛʦ і-ʛʦ ʚʫʟʣʘ 
ʧʦʟʥʘʯʠʤʦ ʯʝʨʝʟ Рi(t). ʊʦʜʽ ʨʽʚʥʷʥʥʷ (3) ʧʨʠʡʤʝ ʚʠʛʣʷʜ: 

y𝑀= � yi

3

i=1

∙Рi(t) (4) 

ʈʦʟʢʨʠʻʤʦ ʚʠʨʘʟʠ ʍʌ ʽʟ (4), ʜʽʩʪʘʥʝʤʦ: 

Р1(t)= (t2−t)(t3−t)
(t2−t1)(t3−t1)

; Р2(t)= (t1−t)(t3−t)
(t1−t2)(t3−t2)

; Р3(t)= (t1−t)(t2−t)
(t1−t3)(t2−t3)

 (5) 

ʋʩʝ ʚʠʢʣʘʜʝʥʝ ʚʠʱʝ ʻ ʚʽʜʦʤʠʤʠ ʬʘʢʪʘʤʠ [1, 4, 5, 7]. ʆʜʥʘʢ, ʩʫʯʘʩʥʽ ʤʝʪʦʜʠ 
ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʦʛʦ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ ʧʦʪʨʝʙʫʶʪʴ 
ʚʠʢʦʥʫʚʘʪʠ ʽʥʪʝʨʧʦʣʷʮʽʶ ɼʇʂ ʟ ʥʘʷʚʥʠʤʠ 
ʢʨʘʪʥʠʤʠ ʪʦʯʢʘʤʠ [6, 8]. ʋ ʩʪʘʪʪʽ [10] ʙʫʣʦ 
ʨʦʟʛʣʷʥʫʪʦ ʚʠʧʘʜʦʢ, ʢʦʣʠ ʢʨʘʪʥʠʤʠ ʙʫʣʠ 
ʪʦʯʢʠ А1 ʪʘ А2. ʈʦʟʛʣʷʥʝʤʦ ʤʦʞʣʠʚʽʩʪʴ 
ʚʠʢʦʥʘʥʥʷ ʽʥʪʝʨʧʦʣʷʮʽʾ ɼʇʂ, ʷʢʫ ʫʪʚʦʨʶʶʪʴ 
ʪʨʠ ʪʦʯʢʠ, ʩʝʨʝʜ ʷʢʠʭ ʻ ʢʨʘʪʥʽ (А2 ʽ А3). 

ʅʝʭʘʡ ʪʦʯʢʠ А2 і А3 ʻ ʜʚʦʢʨʘʪʥʠʤʠ, 
ʪʦʙʪʦ А2≡А3 (ʨʠʩ. 2). ʊʦʜʽ ʟʥʘʯʝʥʥʷ 
ʧʘʨʘʤʝʪʨʽʚ 𝑡, ʱʦ ʚʽʜʧʦʚʽʜʘʶʪʴ (2) ʙʫʜʫʪʴ 
ʜʦʨʽʚʥʶʚʘʪʠ:  

t1=0; t2=1; t3=1.  (6) 

ɼʣʷ ʢʦʞʥʦʛʦ ʟʽ ʟʥʘʯʝʥʴ ʧʘʨʘʤʝʪʨʽʚ (6) ʨʦʟʨʘʭʫʻʤʦ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʯʥʠʭ 
ʬʫʥʢʮʽʡ ʽʟ (5).  

1) ɼʣʷ t= t1 ʤʘʻʤʦ:

P1(t1)= (1−0)(1−0)
(1−0)(1−0)

=1; P2(t1)= (0−0)(1−0)
(0−1)(1−1)

= �0
0
� ; P3(t1)= (0−0)(1−0)

(0−1)(1−1)
= �0

0
�.  (7) 

ʈʦʟʢʨʠʻʤʦ ʥʝʚʠʟʥʘʯʝʥʦʩʪʽ ʟ (7) 
lim
t→t1

P2(t1)=lim
t→t1

(t1−t1)(t3−t1)
(t1−t2)(t3−t2) =0,  (8) 

ʦʩʢʽʣʴʢʠ t1−t1=0 ï ʪʦʯʥʠʡ ʥʫʣʴ, ʘ t3−t1→1;  t1−t2→−1; t3−t2→0. 

lim
t→t1

P3(t1)=lim
t→t1

(t1−t1)(t2−t1)
(t1−t3)(t2−t3) =0, (9) 

ʪʦʤʫ ʱʦ t1-t1=0 ï ʪʦʯʥʠʡ ʥʫʣʴ, ʘ t2−t1→1;  t1−t3→−1; t2−t3→0. 
2) ɼʣʷ t= t2 ʤʘʻʤʦ:

P1(t2)= (1−1)(1−1)
(1−0)(1−0)

=0; P2(t2)= (0−1)(1−1)
(0−1)(1−1)

= �0
0
� ; P3(t2)= (0−1)(1−1)

(0−1)(1−1)
= �0

0
�.  (10) 

ʈʦʟʢʨʠʻʤʦ ʥʝʚʠʟʥʘʯʝʥʦʩʪʽ ʟ (10): 
lim
t→t2

P2(t2)=lim
t→t2

(t1−t2)(t3−t2)
(t1−t2)(t3−t2) =1, (11) 

y2≡y
3

А2≡А3 A1 

𝑥𝑥1 𝑥𝑥2≡𝑥𝑥3 
Рис. 2. Варіант вихідної ДПК з 

двократними точками.  

x 

y 

y1 
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ʯʝʨʝʟ ʪʝ, ʱʦ t3-t2 ʫ ʯʠʩʝʣʴʥʠʢʫ ʽ ʟʥʘʤʝʥʥʠʢʫ ʩʢʦʨʦʯʫʶʪʴʩʷ. 

lim
t→t2

P3(t2)=lim
t→t2

(t1−t2)(t2−t2)
(t1−t3)(t2−t3) =0, (12) 

ʦʩʢʽʣʴʢʠ t2−t2=0 ï ʪʦʯʥʠʡ ʥʫʣʴ, ʘ t1−t2→−1;  t1−t3→−1; t2−t3→0. 
3) ɼʣʷ t= t3 ʤʘʻʤʦ:

P1(t3)= (1−1)(1−1)
(1−0)(1−0)

=0; P2(t3)= (0−1)(1−1)
(0−1)(1−1)

= �0
0
� ; P3(t3)= (0−1)(1−1)

(0−1)(1−1)
= �0

0
� .  (13) 

ʈʦʟʢʨʠʻʤʦ ʥʝʚʠʟʥʘʯʝʥʦʩʪʽ ʟ (13) 

lim
t→t3

P2(t3)=lim
t→t3

(t1−t2)(t2−t3)
(t1−t2)(t3−t2) =0 ,  (14) 

ʯʝʨʝʟ  ʪʝ,  ʱʦ t2-t3=0 ï ʪʦʯʥʠʡ ʥʫʣʴ, ʘ t1−t3→−1;  t1−t2→−1; t3−t2→0. 

lim
t→t3

P3(t3)=lim
t→t3

(t1−t3)(t2−t3)
(t1−t3)(t2−t3) =1, (15) 

ʪʦʤʫ ʱʦ ʫ ʯʠʩʝʣʴʥʠʢʫ ʽ ʟʥʘʤʝʥʥʠʢʫ ʧʝʨʰʠʡ ʤʥʦʞʥʠʢ −1
−1

=1, ʘ ʜʨʫʛʠʡ ï ʩʢʦʨʦʯʫʻʪʴʩʷ. 
ʗʢ ʙʘʯʠʤʦ, ʜʣʷ ʚʘʨʽʘʥʪʫ ʥʘʷʚʥʠʤʠ ʢʨʘʪʥʠʤʠ ʪʦʯʢʘʤʠ, ʥʘʷʚʥʽʩʪʴ 

ʥʝʚʠʟʥʘʯʝʥʦʩʪʝʡ (7), (10), (13) ʥʝ ʩʪʘʻ ʥʘ ʧʝʨʝʰʢʦʜʽ ʜʣʷ ʟʜʽʡʩʥʝʥʥʷ ʽʥʪʝʨʧʦʣʷʮʽʾ 
ʪʦʯʢʦʚʠʤ ʧʦʣʽʥʦʤʦʤ ʯʝʨʝʟ ʪʝ, ʱʦ ʚʢʘʟʘʥʽ ʥʝʚʠʟʥʘʯʝʥʦʩʪʽ ʨʦʟʢʨʠʚʘʶʪʴʩʷ (8), (9), (11), 
(12), (14), (15) ʫ ʧʦʚʥʽʡ ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʦʩʪʽ ʜʦ ʚʠʤʦʛ, ʱʦʜʦ ʽʥʪʝʨʧʦʣʷʮʽʾ ʜʠʩʢʨʝʪʥʦ ʧʦʜʘʥʦʾ 
ʣʽʥʽʾ, ʷʢʫ ʥʘʚʝʜʝʥʦ ʥʘ ʨʠʩ.1, ʪʦʙʪʦ ʙʝʟ ʥʘʷʚʥʠʭ ʦʩʦʙʣʠʚʦʩʪʝʡ ʱʦʜʦ ʨʦʟʪʘʰʫʚʘʥʥʷ 
ʚʠʭʽʜʥʠʭ ʪʦʯʦʢ. 

Висновки 
ʋ ʜʘʥʽʡ ʩʪʘʪʪʽ ʜʦʚʝʜʝʥʦ, ʱʦ ʜʣʷ ʙʫʜʴ-ʷʢʦʾ ʢʦʤʧʦʟʠʮʽʾ, ʷʢʫ ʫʪʚʦʨʶʶʪʴ ʪʨʠ ʪʦʯʢʠ, 

ʱʦ ʧʦʜʘʶʪʴ ɼʇʂ, ʻ ʤʦʞʣʠʚʠʤ ʟʘʩʪʦʩʦʚʫʚʘʪʠ, ʫ ʷʢʦʩʪʽ ʽʥʪʝʨʧʦʣʷʥʪʘ, ʪʦʯʢʦʚʠʡ ʧʦʣʽʥʦʤ 
ʽ ʷʢʠʡ, ʧʨʠ ʮʴʦʤʫ, ʦʜʥʘʢʦʚʦ ʟʘʧʠʩʫʻʪʴʩʷ ʜʣʷ ɼʇʂ ʟ ʥʘʷʚʥʠʤʠ ʢʨʘʪʥʠʤʠ ʪʦʯʢʘʤʠ. 
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2020. ɺʠʧ. 97. ʉ. 29ï35.
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ʋɼʂ 004.925.8 
ɻ.ɸ. ɺɯʈʏɽʅʂʆ, ʇ.ʄ. ʗɹʃʆʅʉʔʂʀʁ 
ʅʘʮʽʦʥʘʣʴʥʠʡ ʪʝʭʥʽʯʥʠʡ ʫʥʽʚʝʨʩʠʪʝʪ ʋʢʨʘʾʥʠ 

çʂʠʾʚʩʴʢʠʡ ʧʦʣʽʪʝʭʥʽʯʥʠʡ ʽʥʩʪʠʪʫʪ ʽʤʝʥʽ ɯʛʦʨʷ ʉʽʢʦʨʩʴʢʦʛʦè 

ДЕЯКІ АСПЕКТИ КОМП’ЮТЕРНОГО ГЕОМЕТРИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ З 
ВИКОРИСТАННЯМ КРИВИХ БЕЗЬЄ 

На сьогоднішній день комп’ютерні інформаційні технології відіграють важливу 
роль у багатьох сферах життя нашого суспільства. Це стосується таких галузей 
діяльності як промисловість, сільське господарство, наука, освіта, медицина, 
культура та інших. Нині окреслені напрямки неможливо уявити без інтенсивного 
застосування комп’ютерної графіки, базовим компонентом якої є геометричне 
моделювання. Тому його подальший розвиток становить актуальну науково-прикладну 
проблему. 

Широка популярність графічних комп’ютерних пристроїв і відповідного 
програмного забезпечення обумовлена простотою, зручністю та наочністю їх 
використання. Основу сучасних засобів векторного геометричного моделювання 
становлять належні параметричні лінії, зокрема, криві Безьє різних степенів, серед 
яких найбільш розповсюджені кубічні лінії. Це пов’язано з їх достатньою гнучкістю, 
прогнозованим характером формоутворення та ефективністю комп’ютерної 
реалізації. Однак у певних випадках виникає необхідність застосування кривих Безьє й 
інших степенів, як нижчих, так і вищих. Зазначений факт потребує опрацювання та 
покращення відповідного математичного апарату.  

Статтю присвячено вдосконаленню комп’ютерного обчислення площ 
криволінійних трапецій, обмежених лініями Безьє, поліпшенню належних 
математичних і комп’ютерних програмних засобів. Такі задачі постійно виникають, 
зокрема, під час варіантних ітераційних оптимізаційних інженерних розрахунків 
різноманітних технічних конструкцій на міцність у зв’язку з параметричними 
обчисленнями площ поперечних перерізів силових елементів тощо. У дослідженні 
докладно розглянуто запропонований математичний апарат, акцентовано його 
переваги порівняно з існуючими методами, наведено відповідні приклади. Подані 
матеріали можуть бути успішно впроваджені у практику з метою покращення 
багатьох засобів геометричного моделювання сучасної комп’ютерної графіки. 

Ключові слова: геометричне моделювання, комп’ютерні інформаційні 
технології, криві Безьє, площі криволінійних трапецій. 

ɻ.ɸ. ɺʀʈʏɽʅʂʆ, ʇ.ʅ. ʗɹʃʆʅʉʂʀʁ 
ʅʘʮʠʦʥʘʣʴʥʳʡ ʪʝʭʥʠʯʝʩʢʠʡ ʫʥʠʚʝʨʩʠʪʝʪ ʋʢʨʘʠʥʳ 

çʂʠʝʚʩʢʠʡ ʧʦʣʠʪʝʭʥʠʯʝʩʢʠʡ ʠʥʩʪʠʪʫʪ ʠʤʝʥʠ ʀʛʦʨʷ ʉʠʢʦʨʩʢʦʛʦè 

НЕКОТОРЫЕ АСПЕКТЫ КОМПЬЮТЕРНОГО ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ КРИВЫХ БЕЗЬЕ 

На сегодняшний день компьютерные информационные технологии играют 
важную роль в различных сферах жизни общества. Это касается таких отраслей 
деятельности как промышленность, сельское хозяйство, наука, образование, 
медицина, культура и других. Сейчас указанные направления невозможно представить 
без интенсивного применения компьютерной графики, базовым компонентом которой 
является геометрическое моделирование. Поэтому его дальнейшее развитие 
составляет актуальную научно-прикладную проблему. 
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Широкая популярность графических компьютерных устройств и 
соответствующего программного обеспечения обусловлена простотой, удобством и 
наглядностью их использования. Основу современных средств векторного 
геометрического моделирования составляют соответствующие параметрические 
линии, в частности, кривые Безье различных степеней, среди которых наиболее 
распространены кубические линии. Это связано с их достаточной гибкостью, 
прогнозируемым характером формообразования и эффективностью компьютерной 
реализации. Однако в определенных случаях возникает необходимость применения 
кривых Безье и других степеней, как низших, так и высших. Указанный факт требует 
проработки и улучшения соответствующего математического аппарата. 

Статья посвящена совершенствованию компьютерного вычисления площадей 
криволинейных трапеций, ограниченных линиями Безье, улучшению надлежащих 
математических и программных средств. Такие задачи постоянно возникают, в 
частности, при вариантных итерационных оптимизационных инженерных расчетах 
различных технических конструкций на прочность в связи с параметрическими 
вычислениями площадей поперечных сечений силовых элементов и т. д. В исследовании 
подробно рассмотрен предложенный математический аппарат, акцентированы его 
преимущества по сравнению с существующими методами, приведены 
соответствующие примеры. Представленные материалы могут быть успешно 
внедрены в практику с целью улучшения многих средств геометрического 
моделирования современной компьютерной графики. 

Ключевые слова: геометрическое моделирование, компьютерные 
информационные технологии, кривые Безье, площади криволинейных трапеций. 

G.ɸ. VIRCHENKO, P.M. YABLONSKYI
National Technical University of Ukraine 
'Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute' 

SOME ASPECTS OF COMPUTER GEOMETRIC MODELING USING BESIER 
CURVES 

In our time, computer information technologies play a very important role in various 
areas of modern society. This applies to such branches as industry, agriculture, science, 
education, medicine, culture and others. Today, the outlined directions cannot be imagined 
without the intensive use of computer graphics, the basic component of which is geometric 
modeling. Therefore, its further development is an urgent scientific and applied problem. 

The wide popularity of graphic computer devices and related software is due to their 
simplicity, convenience and visibility of use. The basis of many modern means of vector 
geometric modeling is the corresponding parametric lines, in particular, Bezier curves of 
various degrees, among which the most common are cubic lines. This is due to their sufficient 
flexibility, the predicted nature of the formation and the effectiveness of computer 
implementation. However, in some cases it is necessary to use Bezier curves and other 
degrees, both lower and higher. This fact requires elaboration and improvement of the 
corresponding mathematical apparatus and computer software. 

The article is devoted to the further improvement of computer calculation of the areas 
of curvilinear trapezoids bounded by Bezier curves, the amelioration of appropriate 
mathematical apparatus and computer software. Such problems constantly spring up, in 
particular, in case of variant iterative optimization engineering calculations of various 
technical structures for strength in connection with parametric calculations of the cross-
sectional areas of power elements, etc. The study examines in detail the proposed 
mathematical apparatus and the corresponding computer algorithms, emphasizes their 
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advantages over existing methods and provides relevant examples. The presented materials 
can be successfully implemented in practice in order to improve many means of geometric 
modeling of modern computer graphics. Some perspectives for the further development of the 
presented scientific research are determined. 

Keywords: geometric modeling, computer information technologies, Bezier curves, 
curved trapezoid areas.  

Постановка проблеми 
ʋ ʥʘʰ ʯʘʩ ʢʦʤʧôʶʪʝʨʥʽ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʽ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʾ ʰʠʨʦʢʦ ʨʦʟʧʦʚʩʶʜʞʝʥʽ ʚ 

ʨʽʟʥʦʤʘʥʽʪʥʠʭ ʩʬʝʨʘʭ ʞʠʪʪʻʜʽʷʣʴʥʦʩʪʽ ʣʶʜʠʥʠ, ʟʦʢʨʝʤʘ, ʫ ʧʨʦʤʠʩʣʦʚʦʩʪʽ, ʩʽʣʴʩʴʢʦʤʫ 
ʛʦʩʧʦʜʘʨʩʪʚʽ, ʤʝʜʠʮʠʥʽ, ʢʫʣʴʪʫʨʽ ʪʘ ʚ ʽʥʰʠʭ ʛʘʣʫʟʷʭ. ɿʘʟʥʘʯʝʥʽ ʟʘʩʦʙʠ ʥʠʥʽ ʚʘʞʢʦ 
ʫʷʚʠʪʠ ʙʝʟ ʽʥʪʝʥʩʠʚʥʦʛʦ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷ ʢʦʤʧôʶʪʝʨʥʦʾ ʛʨʘʬʽʢʠ, ʙʘʟʦʚʠʤ ʢʦʤʧʦʥʝʥʪʦʤ 
ʷʢʦʾ ʻ ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʝ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ. ʊʦʤʫ ʡʦʛʦ ʧʦʜʘʣʴʰʠʡ ʨʦʟʚʠʪʦʢ ʚʚʘʞʘʻʪʴʩʷ 
ʘʢʪʫʘʣʴʥʦʶ ʥʘʫʢʦʚʦ-ʧʨʠʢʣʘʜʥʦʶ ʧʨʦʙʣʝʤʦʶ. 

ʆʩʥʦʚʫ ʙʘʛʘʪʴʦʭ ʩʫʯʘʩʥʠʭ ʟʘʩʦʙʽʚ ʚʝʢʪʦʨʥʦʛʦ ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʦʛʦ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ 
ʩʪʘʥʦʚʣʷʪʴ ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥʽ ʣʽʥʽʾ, ʟʦʢʨʝʤʘ, ʢʨʠʚʽ ɹʝʟʴʻ ʨʽʟʥʠʭ ʩʪʝʧʝʥʽʚ, ʩʝʨʝʜ ʷʢʠʭ 
ʥʘʡʙʽʣʴʰ ʧʦʧʫʣʷʨʥʽ ʢʫʙʽʯʥʽ ʣʽʥʽʾ. ʎʝ ʦʙʫʤʦʚʣʝʥʦ ʾʭ ʛʥʫʯʢʽʩʪʶ, ʧʨʦʛʥʦʟʦʚʘʥʠʤ 
ʬʦʨʤʦʫʪʚʦʨʝʥʥʷʤ ʪʘ ʝʬʝʢʪʠʚʥʦʶ ʢʦʤʧôʶʪʝʨʥʦʶ ʨʝʘʣʽʟʘʮʽʻʶ. ʆʜʥʘʢ ʫ ʧʝʚʥʠʭ ʚʠʧʘʜʢʘʭ 
ʚʠʥʠʢʘʻ ʧʦʪʨʝʙʘ ʟʘʩʪʦʩʫʚʘʥʥʷ ʢʨʠʚʠʭ ɹʝʟʴʻ ʡ ʽʥʰʠʭ ʩʪʝʧʝʥʽʚ, ʷʢ ʥʠʞʯʠʭ, ʪʘʢ ʽ ʚʠʱʠʭ. 
ɿʘʟʥʘʯʝʥʠʡ ʬʘʢʪ ʧʦʪʨʝʙʫʻ ʥʘʣʝʞʥʦʛʦ ʧʦʢʨʘʱʝʥʥʷ ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʦʛʦ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʥʦʛʦ ʘʧʘʨʘʪʫ. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій 
ʇʨʠʢʣʘʜʦʤ ʥʘʫʢʦʚʠʭ ʨʦʟʚʽʜʦʢ ʰʢʦʣʠ ʧʨʠʢʣʘʜʥʦʾ ʛʝʦʤʝʪʨʽʾ ʅʊʋʋ çʂʠʾʚʩʴʢʠʡ 

ʧʦʣʽʪʝʭʥʽʯʥʠʡ ʽʥʩʪʠʪʫʪ ʽʤʝʥʽ ɯʛʦʨʷ ʉʽʢʦʨʩʴʢʦʛʦè ʱʦʜʦ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷ ʢʨʠʚʠʭ ɹʝʟʴʻ ʜʣʷ 
ʢʦʥʩʪʨʫʶʚʘʥʥʷ ʪʝʭʥʽʯʥʠʭ ʦʙôʻʢʪʽʚ ʻ, ʟʦʢʨʝʤʘ, ʧʨʘʮʽ [1−3], ʜʝ ʨʦʟʛʣʷʥʫʪʦ ʟʘʜʘʯʽ 
ʬʦʨʤʦʫʪʚʦʨʝʥʥʷ ʧʦʚʝʨʭʦʥʴ ʢʨʠʣʘ ʪʘ ʬʶʟʝʣʷʞʫ ʣʽʪʘʢʘ. ʊʝʦʨʝʪʠʯʥʽ ʦʩʥʦʚʠ 
ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʦʛʦ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ ʜʘʥʠʤʠ ʣʽʥʽʷʤʠ ʧʦʜʘʥʦ ʚ ʨʦʙʦʪʽ [4]. ɯʥʬʦʨʤʘʮʽʶ ʩʪʦʩʦʚʥʦ 
ʨʦʟʨʘʭʫʥʢʽʚ ʧʣʦʱ ʢʨʠʚʦʣʽʥʽʡʥʠʭ ʪʨʘʧʝʮʽʡ ʥʘʚʝʜʝʥʦ ʫ ʚʠʜʘʥʥʽ [5]. ʇʫʙʣʽʢʘʮʽʻʶ [6] ʜʣʷ 
ʢʨʠʚʠʭ ɹʝʟʴʻ ʪʨʝʪʴʦʛʦ ʩʪʝʧʝʥʷ ʟʘʧʨʦʧʦʥʦʚʘʥʦ ʫʜʦʩʢʦʥʘʣʝʥʥʷ ʮʠʭ ʦʙʯʠʩʣʝʥʴ ʱʦʜʦ 
ʧʽʜʚʠʱʝʥʥʷ ʝʬʝʢʪʠʚʥʦʩʪʽ ʾʭ ʢʦʤʧôʶʪʝʨʥʦʾ ʨʝʘʣʽʟʘʮʽʾ. 

Мета дослідження 
ɻʦʣʦʚʥʠʤʠ ʟʘʚʜʘʥʥʷʤʠ ʩʪʘʪʪʽ ʻ ʧʦʜʘʣʴʰʝ ʫʟʘʛʘʣʴʥʝʥʥʷ ʤʘʪʝʨʽʘʣʽʚ ʨʦʙʦʪʠ [6] ʜʣʷ 

ʨʦʟʨʘʭʫʥʢʽʚ ʧʣʦʱ ʢʨʠʚʦʣʽʥʽʡʥʠʭ ʪʨʘʧʝʮʽʡ, ʦʙʤʝʞʝʥʠʭ ʣʽʥʽʷʤʠ ɹʝʟʴʻ ʨʽʟʥʠʭ ʩʪʝʧʝʥʽʚ, 
ʘʥʘʣʽʟ ʥʘʣʝʞʥʠʭ ʧʨʠʢʣʘʜʽʚ, ʬʦʨʤʫʣʶʚʘʥʥʷ ʧʝʨʩʧʝʢʪʠʚ ʧʦʜʘʣʴʰʦʛʦ ʨʦʟʚʠʪʢʫ 
ʥʘʧʨʘʮʴʦʚʘʥʦʛʦ ʧʽʜʭʦʜʫ ʪʘ ʡʦʛʦ ʚʧʨʦʚʘʜʞʝʥʥʷ ʚ ʩʫʯʘʩʥʽ ʢʦʤʧôʶʪʝʨʥʽ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʽ 
ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʾ. 

Викладення основного матеріалу дослідження 
ɿʛʽʜʥʦ ʟ ʚʠʜʘʥʥʷʤ [5] ʧʣʦʱʘ S ʢʨʠʚʦʣʽʥʽʡʥʦʾ ʪʨʘʧʝʮʽʾ, ʷʢʘ ʦʙʤʝʞʝʥʘ ʧʣʦʩʢʦʶ 

ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥʦʶ ʢʨʠʚʦʶ r(u), ʱʦ ʚʠʟʥʘʯʝʥʘ ʚ ʜʝʢʘʨʪʦʚʽʡ ʩʠʩʪʝʤʽ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ Oxy, 
ʦʙʯʠʩʣʶʻʪʴʩʷ ʟʘ ʬʦʨʤʫʣʦʶ 

,)()(
2

1

∫=
u

u
xy duururS  (1) 

ʜʝ rx(u), ry(u) ï ʮʝ x(u) ʪʘ y(u) ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʠ ʨʘʜʽʫʩ-ʚʝʢʪʦʨʘ r(u); 
     u∈[0, 1] ï ʧʘʨʘʤʝʪʨ. 

ʂʫʙʽʯʥʘ ʢʨʠʚʘ ɹʝʟʴʻ (ʨʠʩ. 1) ʤʘʻ ʨʽʚʥʷʥʥʷ 
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,)1(3)1(3)1()( 3
3

2
2

1
2

0
3 rrrrr uuuuuuu +−+−+−= (2) 

ʜʝ r0(x0, y0), r1(x1, y1), r2(x2, y2), r3(x3, y3) ï ʨʘʜʽʫʩ-ʚʝʢʪʦʨʠ ʚʝʨʰʠʥ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʯʥʦʾ 
ʣʘʤʘʥʦʾ, ʷʢʘ ʚ ʜʘʥʦʤʫ ʚʠʧʘʜʢʫ ʦʧʫʢʣʘ ʪʘ ʦʜʥʦʟʥʘʯʥʘ, ʱʦ ʟʘʙʝʟʧʝʯʫʻ ʧʦʪʨʽʙʥʫ 
ʚʣʘʩʪʠʚʽʩʪʴ ʣʽʥʽʾ (2);  

      u∈[0, 1] ï ʧʘʨʘʤʝʪʨ. 

Рис. 1. Плоска крива Безьє третього степеня. 

ʋ ʧʨʘʮʽ [6] ʧʦʢʘʟʘʥʦ, ʱʦ ʦʙʯʠʩʣʝʥʥʷ ʽʥʪʝʛʨʘʣʘ (1) ʜʣʷ ʢʨʠʚʦʾ (2) ʝʢʚʽʚʘʣʝʥʪʥʦ 
ʜʦʙʫʪʢʫ ʤʘʪʨʠʮʴ: 

,YXKS ⋅⋅= (3) 
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ʧʝʨʰʘ ʤʘʪʨʠʮʷ K ʽʟ ʷʢʠʭ ʤʽʩʪʠʪʴ ʩʪʘʣʽ ʯʠʩʣʦʚʽ ʢʦʝʬʽʮʽʻʥʪʠ, ʜʨʫʛʘ ʤʘʪʨʠʮʷ X ʪʘ ʪʨʝʪʷ Y 
ʚʠʟʥʘʯʘʶʪʴʩʷ, ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʦ, ʘʙʩʮʠʩʘʤʠ ʡ ʦʨʜʠʥʘʪʘʤʠ ʚʝʨʰʠʥ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʯʥʦʾ ʣʘʤʘʥʦʾ 
ʦʧʨʘʮʴʦʚʫʚʘʥʦʾ ʣʽʥʽʾ. 

ɹʫʣʦ ʨʦʟʛʣʷʥʫʪʦ ʧʨʘʢʪʠʯʥʝ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷ ʟʘʧʨʦʧʦʥʦʚʘʥʦʛʦ ʧʽʜʭʦʜʫ ʥʘ ʧʨʠʢʣʘʜʽ 
ʨʦʟʨʘʭʫʥʢʽʚ ʧʣʦʱ ʧʦʧʝʨʝʯʥʠʭ ʧʝʨʝʨʽʟʽʚ ʢʨʠʣʘ ʣʽʪʘʢʘ ʤʽʞ ʩʪʽʥʢʘʤʠ ʣʦʥʞʝʨʦʥʽʚ, ʚʝʨʭʥʷ 
ʪʘ ʥʠʞʥʷ ʧʦʚʝʨʭʥʽ ʷʢʦʛʦ ʩʬʦʨʤʦʚʘʥʽ ʢʨʠʚʠʤʠ ɹʝʟʴʻ ʪʨʝʪʴʦʛʦ ʩʪʝʧʝʥʷ. ɿʘʟʥʘʯʝʥʦ, ʱʦ 
ʨʦʟʚôʷʟʘʪʠ ʜʘʥʫ ʟʘʜʘʯʫ ʤʦʞʥʘ ʡ ʽʥʰʠʤʠ ʩʧʦʩʦʙʘʤʠ, ʟʦʢʨʝʤʘ, ʯʠʩʝʣʴʥʠʤ ʽʥʪʝʛʨʫʚʘʥʥʷʤ 
ʤʝʪʦʜʘʤʠ ʧʨʷʤʦʢʫʪʥʠʢʽʚ ʪʘ ʪʨʘʧʝʮʽʡ. ʇʝʨʝʚʘʛʘʤʠ ʞ ʨʦʟʨʦʙʣʝʥʦʛʦ ʧʽʜʭʦʜʫ ʻ ʩʫʪʪʻʚʝ 
ʟʤʝʥʰʝʥʥʷ ʢʽʣʴʢʦʩʪʽ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʥʠʭ ʦʙʯʠʩʣʝʥʴ ʽ ʪʦʯʥʠʡ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪ. ʎʝ ʦʩʦʙʣʠʚʦ 
ʚʘʞʣʠʚʦ ʜʣʷ ʚʘʨʽʘʥʪʥʦʾ ʽʪʝʨʘʮʽʡʥʦʾ ʢʦʤʧʣʝʢʩʥʦʾ ʦʧʪʠʤʽʟʘʮʽʾ ʩʢʣʘʜʥʠʭ ʪʝʭʥʽʯʥʠʭ 
ʚʠʨʦʙʽʚ, ʫ ʧʦʜʘʥʦʤʫ ʚʠʧʘʜʢʫ ʩʫʯʘʩʥʦʛʦ ʣʽʪʘʢʘ, ʜʝ ʚʠʢʦʥʫʶʪʴʩʷ ʩʦʪʥʽ ʪʠʩʷʯ ʧʦʜʽʙʥʠʭ 
ʨʦʟʨʘʭʫʥʢʽʚ. ʊʘʢʦʞ ʧʨʦʘʥʘʣʽʟʦʚʘʥʦ ʧʠʪʘʥʥʷ ʧʦʜʘʣʴʰʦʛʦ ʧʽʜʚʠʱʝʥʥʷ ʦʙʯʠʩʣʶʚʘʣʴʥʦʾ 
ʧʨʦʜʫʢʪʠʚʥʦʩʪʽ ʚʠʢʣʘʜʝʥʦʛʦ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʥʦʛʦ ʘʧʘʨʘʪʫ ʢʦʤʧôʶʪʝʨʥʠʤʠ ʧʨʦʛʨʘʤʥʠʤʠ 
ʟʘʩʦʙʘʤʠ, ʟʦʢʨʝʤʘ, ʰʣʷʭʦʤ ʚʠʢʣʶʯʝʥʥʷ ʟ ʦʧʨʘʮʶʚʘʥʥʷ ʥʫʣʴʦʚʠʭ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʤʘʪʨʠʮʽ X 
ʬʦʨʤʫʣʠ (3). 

ʈʘʜʽʫʩ-ʚʝʢʪʦʨ r(u) ʢʨʠʚʦʾ ɹʝʟʴʻ n-ʛʦ ʩʪʝʧʝʥʷ ʤʘʻ ʚʠʛʣʷʜ: 
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ʜʝ rk(xk, yk) ï ʨʘʜʽʫʩ-ʚʝʢʪʦʨʠ ʚʝʨʰʠʥ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʯʥʦʾ ʣʘʤʘʥʦʾ ʫ ʜʦʩʣʽʜʞʫʚʘʥʦʤʫ  

ʚʠʧʘʜʢʫ;  
      u∈[0, 1] ï ʧʘʨʘʤʝʪʨ. 

 
ʇʦʭʽʜʥʘ ʚʠʨʘʟʫ (4) ʟʘ ʧʘʨʘʤʝʪʨʦʤ u ʚʠʟʥʘʯʘʻʪʴʩʷ ʟʘʣʝʞʥʽʩʪʶ 
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ʅʘ ʧʽʜʩʪʘʚʽ ʩʧʽʚʚʽʜʥʦʰʝʥʴ (1), (4) ʪʘ (5) ʜʣʷ ʢʚʘʜʨʘʪʠʯʥʦʾ ʢʨʠʚʦʾ ɹʝʟʴʻ (n=2)  
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ɺʠʨʘʟʠ (8) ʽ (9) ʷʚʣʷʶʪʴ ʩʦʙʦʶ ʚʽʜʦʤʫ ʬʦʨʤʫʣʫ ʦʙʯʠʩʣʝʥʥʷ ʧʣʦʱʽ ʪʨʘʧʝʮʽʾ. 
ʈʦʟʛʣʷʥʝʤʦ ʧʨʠʢʣʘʜ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷ ʩʧʽʚʚʽʜʥʦʰʝʥʴ (6) ʪʘ (7). ʉʠʤʝʪʨʠʯʥʠʡ 

ʘʝʨʦʜʠʥʘʤʽʯʥʠʡ ʧʨʦʬʽʣʴ (ʨʠʩ. 2) ʚʠʟʥʘʯʝʥʠʡ ʢʨʠʚʠʤʠ ɹʝʟʴʻ ʜʨʫʛʦʛʦ ʩʪʝʧʝʥʷ rв(u) ʽ 
rн(u). ʅʝʭʘʡ ʟʘʩʪʦʩʦʚʘʥʦ ʥʘʩʪʫʧʥʽ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʠ ʚ ʤʽʣʽʤʝʪʨʘʭ: 

 
r0в=(x0в, y0в)=r0н=(x0н, y0н)=(0, 0),  r1в=(x1в, y1в)=(0, 120), 

                          r1н=(x1н, y1н)=(0, -120),  r2в=(x2в, y2в)=r2н=(x2н, y2н)=(1000, 0).                
(10) 

 

 
Рис. 2. Аеродинамічний профіль крила літака. 
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ʢʨʠʚʦʣʽʥʽʡʥʠʭ ʪʨʘʧʝʮʽʡ. ʅʘ ʧʽʜʩʪʘʚʽ ʬʦʨʤʫʣ (6), (7) ʽ (10)  

 
S = Sв + Sн = 2Sв = 2⋅40000 мм2 = 80000 мм2. 
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ɿʘʫʚʘʞʠʤʦ, ʱʦ ʜʣʷ ʢʨʠʚʠʭ ɹʝʟʴʻ ʚʠʱʠʭ ʩʪʝʧʝʥʽʚ ʭʘʨʘʢʪʝʨʥʦ ʫʩʢʣʘʜʥʝʥʥʷ 

ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʥʦʛʦ ʘʧʘʨʘʪʫ ʪʘ ʟʥʠʞʝʥʥʷ ʢʦʤʧôʶʪʝʨʥʦʾ ʧʨʦʜʫʢʪʠʚʥʦʩʪʽ ʾʭ ʦʧʨʘʮʶʚʘʥʥʷ. 
ʊʘʢʦʞ ʜʘʥʽ ʣʽʥʽʾ ʩʭʠʣʴʥʽ ʜʦ ʥʝʙʘʞʘʥʠʭ ʦʩʮʠʣʷʮʽʡ ʽ ʜʝʱʦ ʚʪʨʘʯʘʶʪʴ ʧʝʨʝʜʙʘʯʫʚʘʥʽʩʪʴ 
ʩʚʦʛʦ ʬʦʨʤʦʫʪʚʦʨʝʥʥʷ. ʆʜʥʘʢ, ʧʦʨʷʜ ʽʟ ʦʢʨʝʩʣʝʥʠʤʠ ʥʝʜʦʣʽʢʘʤʠ, ʚʦʥʠ ʧʽʩʣʷ ʥʘʣʝʞʥʦʛʦ 
ʥʘʫʢʦʚʦʛʦ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʤʘʶʪʴ ʛʘʨʥʽ ʧʝʨʩʧʝʢʪʠʚʠ ʫʩʧʽʰʥʦʛʦ ʟʘʩʪʦʩʫʚʘʥʥʷ ʚ ʩʫʯʘʩʥʠʭ 
ʘʚʪʦʤʘʪʠʟʦʚʘʥʠʭ ʛʨʘʬʽʯʥʠʭ ʟʘʩʦʙʘʭ. 

ɿ ʪʦʯʢʠ ʟʦʨʫ ʩʪʨʫʢʪʫʨʥʦ-ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥʦʛʦ ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʦʛʦ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ ʤʘʪʨʠʮʽ 
ʢʦʝʬʽʮʽʻʥʪʽʚ K ʫ ʬʦʨʤʫʣʘʭ (3), (7), (9), (11), (12) ʻ ʩʪʘʣʠʤʠ ʩʪʨʫʢʪʫʨʥʠʤʠ ʩʢʣʘʜʦʚʠʤʠ 
ʜʣʷ ʢʦʞʥʦʛʦ ʩʪʝʧʝʥʷ ʢʨʠʚʦʾ ɹʝʟʴʻ (ʽʥʚʘʨʽʘʥʪʥʠʤʠ ʜʦ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ʦʩʪʘʥʥʴʦʾ), ʘ ʤʘʪʨʠʮʽ X 
ʪʘ Y ï ʟʤʽʥʥʠʤʠ ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥʠʤʠ ʢʦʤʧʦʥʝʥʪʘʤʠ (ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʘʤʠ) ʢʦʥʢʨʝʪʥʦʾ ʣʽʥʽʾ. 

 
Висновки 

ʋ ʜʘʥʽʡ ʧʫʙʣʽʢʘʮʽʾ ʧʨʦʘʥʘʣʽʟʦʚʘʥʦ ʜʝʷʢʽ ʧʠʪʘʥʥʷ ʚʜʦʩʢʦʥʘʣʝʥʥʷ ʦʙʯʠʩʣʝʥʥʷ 
ʧʣʦʱ ʢʨʠʚʦʣʽʥʽʡʥʠʭ ʪʨʘʧʝʮʽʡ, ʦʙʤʝʞʝʥʠʭ ʢʨʠʚʠʤʠ ɹʝʟʴʻ ʨʽʟʥʠʭ ʩʪʝʧʝʥʽʚ. ʅʘʧʨʘʮʴʦʚʘʥʽ 
ʤʘʪʝʨʽʘʣʠ ʤʦʞʫʪʴ ʙʫʪʠ ʫʩʧʽʰʥʦ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʽ ʫ ʛʨʘʬʽʯʥʠʭ ʩʝʨʝʜʦʚʠʱʘʭ ʩʫʯʘʩʥʠʭ 
ʢʦʤʧôʶʪʝʨʥʠʭ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʠʭ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʡ. 
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ʋɼʂ 519.71 
ɻ.ʆ. ɼʀʄʆɺɸ 

ʍʝʨʩʦʥʩʴʢʠʡ ʜʝʨʞʘʚʥʠʡ ʘʛʨʘʨʥʦ-ʝʢʦʥʦʤʽʯʥʠʡ ʫʥʽʚʝʨʩʠʪʝʪ 

ВИКОРИСТАННЯ МЕТОДУ ТЕОРІЇ ЗБУРЕНЬ 
ДЛЯ ДОСЛІДЖЕННЯ ДИНАМІЧНИХ РІВНЯНЬ 

МІЖГАЛУЗЕВОГО БАЛАНСУ 

Економічна система охоплює параметри і характеристики суспільного 
виробництва, розподілу, обміну та споживання матеріальних благ. В економічній 
системі вибір і формування як структури, так і способу функціонування є задачами 
управління, що забезпечують динаміку соціально-економічного розвитку. 

У структурі системи управління можна виділити: об'єкт управління – це 
безпосередній пристрій, агрегат, підсистема загальної системи, в якій реалізується 
мета функціонування всієї системи; управляюча система – представляє собою орган 
управління (суб'єкт управління), що фіксує параметри об'єкта управління і виробляє 
керуючі впливи на об'єкт управління; обернений зв'язок – це об'єкт, підсистема, за 
допомогою якої реалізується вплив управляючої системи на керований об'єкт. Ці 
елементи разом утворюють замкнену систему управління. 

Задачі управління економічною системою погано структуровані, і не завжди 
модель може бути побудована однозначним способом. Це означає, що цілі 
функціонування багатьох економічних систем не завжди можуть бути чітко 
сформульовані. Задача управління такою системою полягає в тому, щоб прийняти 
найкраще рішення для цієї системи. 

Одним з ефективних методів дослідження економічної динаміки як в 
теоретичному, так і в прикладному аспекті є динамічні моделі витрати-випуск 
(моделі міжгалузевого балансу). Математичні залежності між величиною 
капітальних вкладень і приростом продукції є основою побудови різних варіантів 
динамічних моделей міжгалузевого балансу. Відмінною рисою динамічних моделей 
міжгалузевого балансу є виділення виробничих капіталовкладень (інвестицій) зі складу 
кінцевої продукції і вивчення їх впливу на зростання обсягу виробництва. В роботі 
складається та аналізується нелінійний варіант динамічної моделі Леонтьєва, 
розглядається можливість дослідження динамічних рівнянь міжгалузевого балансу 
при виникненні збурень в елементах матриць прямих матеріальних затрат та 
внутрішніх інвестицій. За результатами дослідження зроблені висновки про вплив 
збурень на матриці внутрішніх інвестицій і матеріальних витрат. 

Ключові слова: характеристичне рівняння, власне значення, власний вектор, 
матриця, збурення, збіжність степеневих рядів, евклідова норма. 

ɸ.ʆ. ɼʓʄʆɺɸ 
ʍʝʨʩʦʥʩʢʠʡ ʛʦʩʫʜʘʨʩʪʚʝʥʥʳʡ ʘʛʨʘʨʥʦ-ʵʢʦʥʦʤʠʯʝʩʢʠʡ ʫʥʠʚʝʨʩʠʪʝʪ 

ʀʉʇʆʃʔɿʆɺɸʅʀɽ ʄɽʊʆɼɸ ʊɽʆʈʀʀ ɺʆɿʄʋʑɽʅʀʁ 
ɼʃʗ ʀʉʉʃɽɼʆɺɸʅʀʗ ɼʀʅɸʄʀʏɽʉʂʀʍ ʋʈɸɺʅɽʅʀʁ 

ʄɽɾʆʊʈɸʉʃɽɺʆɻʆ ɹɸʃɸʅʉɸ 

Экономическая система охватывает параметры и характеристики 
общественного производства, распределения, обмена и потребления материальных 
благ. В экономической системе выбор и формирование как структуры, так и способа 
функционирования являются задачами управления, обеспечивающими динамику 
социально-экономического развития. 
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В структуре системы управления можно выделить: объект управления - 
непосредственное устройство, агрегат, подсистема общей системы, в которой 
реализуется цель функционирования всей системы; управляющая система - орган 
управления (субъект управления), фиксирующий параметры объекта управления и 
вырабатывающий управляющие воздействия на объект управления; обратная связь - 
это объект, подсистема, с помощью которой реализуется воздействие управляющей 
системы на управляемый объект. Эти элементы вместе образуют замкнутую 
систему управления. 

Задачи управления экономической системой плохо структурированы, и не 
всегда модель может быть построена однозначно. Это означает, что цели 
функционирования многих экономических систем не всегда могут быть четко 
сформулированы. Задача управления такой системой состоит в том, чтобы принять 
наилучшее решение для этой системы. 

Одним из эффективных методов исследования экономической динамики как в 
теоретическом, так и в прикладном аспекте являются динамические модели 
затраты-выпуск (модели межотраслевого баланса). Математические зависимости 
между величиной капитальных вложений и приростом продукции является основой 
построения различных вариантов динамических моделей межотраслевого баланса. 
Отличительной особенностью динамических моделей межотраслевого баланса 
является выделение производственных капиталовложений (инвестиций) из состава 
конечной продукции и изучения их влияния на рост объема производства. В работе 
составляется и анализируется нелинейный вариант динамической модели Леонтьева, 
рассматривается возможность исследования динамических уравнений 
межотраслевого баланса при возникновении возмущений в элементах матриц прямых 
материальных затрат и инвестиций. По результатам исследования сделаны выводы о 
влиянии возмущений на матрицы внутренних инвестиций и материальных затрат. 

Ключевые слова: характеристическое уравнение, собственное значение, 
собственный вектор, матрица, возмущения, сходимость степенных рядов, евклидова 
норма. 

H. DYMOVA
Kherson State Agrarian and Economic University 

USE OF THE PERTURBATION THEORY METHOD FOR THE STUDY 
OF DYNAMIC EQUATIONS OF THE INTERBRANCH BALANCE 

The economic system covers the parameters and characteristics of social production, 
distribution, exchange and consumption of material goods. In the economic system, the choice 
and formation of both the structure and the way of functioning are management tasks that 
ensure the dynamics of socio-economic development. 

In the structure of the control system, one can distinguish: the control object – the 
direct device, unit, subsystem of the general system, in which the goal of the functioning of the 
entire system is realized; management system – management body (management entity), 
fixing the parameters of the control object and generating control actions on the control 
object; feedback is an object, a subsystem, with the help of which the control system acts on a 
managed object. These elements together form a closed control system. 

Economic management tasks are poorly structured and not always a model can be 
constructed unambiguously. This means that the goals of the functioning of many economic 
systems cannot always be clearly formulated. The task of managing such a system is to make 
the best decision for this system. 
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One of the effective methods for studying economic dynamics in both theoretical and 
applied aspects are dynamic input-output models (models of interindustry balance). 
Mathematical dependencies between the value of capital investments and production growth 
is the basis for constructing various options for dynamic models of interbranch balance. A 
distinctive feature of the dynamic models of the interindustry balance is the allocation of 
industrial investments (investments) from the composition of the final product and the study of 
their impact on the growth of production volume. A nonlinear version of the Leontiev dynamic 
model is compiled and analyzed, the possibility of studying the dynamic equations of the 
interindustry balance in the event of disturbances in the elements of the direct material cost 
and investment matrices is considered. Based on the results of the study, conclusions are 
drawn about the influence of disturbances on the matrix of domestic investment and material 
costs. 

Keywords: characteristic equation, eigenvalue, eigenvector, matrix, perturbation, 
convergence of power series, euclidean norm. 

Постановка проблеми 
ɽʢʦʥʦʤʽʯʥʘ ʩʠʩʪʝʤʘ ʦʭʦʧʣʶʻ ʧʘʨʘʤʝʪʨʠ ʽ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʠ ʩʫʩʧʽʣʴʥʦʛʦ 

ʚʠʨʦʙʥʠʮʪʚʘ, ʨʦʟʧʦʜʽʣʫ, ʦʙʤʽʥʫ ʪʘ ʩʧʦʞʠʚʘʥʥʷ ʤʘʪʝʨʽʘʣʴʥʠʭ ʙʣʘʛ. ɺ ʝʢʦʥʦʤʽʯʥʽʡ 
ʩʠʩʪʝʤʽ ʚʠʙʽʨ ʽ ʬʦʨʤʫʚʘʥʥʷ ʷʢ ʩʪʨʫʢʪʫʨʠ, ʪʘʢ ʽ ʩʧʦʩʦʙʫ ʬʫʥʢʮʽʦʥʫʚʘʥʥʷ ʻ ʟʘʜʘʯʘʤʠ 
ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ, ʱʦ ʟʘʙʝʟʧʝʯʫʶʪʴ ʜʠʥʘʤʽʢʫ ʩʦʮʽʘʣʴʥʦ-ʝʢʦʥʦʤʽʯʥʦʛʦ ʨʦʟʚʠʪʢʫ. 

ʋ ʩʪʨʫʢʪʫʨʽ ʩʠʩʪʝʤʠ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ʤʦʞʥʘ ʚʠʜʽʣʠʪʠ: ʦʙôʻʢʪ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ï 
ʙʝʟʧʦʩʝʨʝʜʥʴʦ ʧʨʠʩʪʨʽʡ, ʘʛʨʝʛʘʪ, ʧʽʜʩʠʩʪʝʤʘ ʟʘʛʘʣʴʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ, ʚ ʷʢʽʡ ʨʝʘʣʽʟʫʻʪʴʩʷ ʤʝʪʘ 
ʬʫʥʢʮʽʦʥʫʚʘʥʥʷ ʚʩʽʻʾ ʩʠʩʪʝʤʠ; ʫʧʨʘʚʣʷʶʯʘ ʩʠʩʪʝʤʘ ï ʦʨʛʘʥ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ (ʩʫʙôʻʢʪ 
ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ), ʱʦ ʬʽʢʩʫʻ ʧʘʨʘʤʝʪʨʠ ʦʙôʻʢʪʘ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ʽ ʚʠʨʦʙʣʷʻ ʫʧʨʘʚʣʷʶʯʽ ʚʧʣʠʚʠ ʥʘ 
ʦʙôʻʢʪ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ; ʦʙʝʨʥʝʥʠʡ ʟʚôʷʟʦʢ ï ʦʙôʻʢʪ, ʧʽʜʩʠʩʪʝʤʘ, ʟʘ ʜʦʧʦʤʦʛʦʶ ʷʢʦʾ 
ʨʝʘʣʽʟʫʻʪʴʩʷ ʚʧʣʠʚ ʫʧʨʘʚʣʷʶʯʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ ʥʘ ʢʝʨʦʚʘʥʠʡ ʦʙôʻʢʪ. ʎʽ ʝʣʝʤʝʥʪʠ ʬʦʨʤʫʶʪʴ ʚ 
ʩʫʢʫʧʥʦʩʪʽ ʟʘʤʢʥʫʪʫ ʩʠʩʪʝʤʫ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ. ʅʝʦʙʭʽʜʥʦ ʜʦʩʣʽʜʠʪʠ ʨʽʚʥʷʥʥʷ ʝʢʦʥʦʤʽʯʥʦʾ 
ʜʠʥʘʤʽʢʠ ʥʘ ʩʪʽʡʢʽʩʪʴ ʤʝʪʦʜʦʤ ʪʝʦʨʽʾ ʟʙʫʨʝʥʴ. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій 
ʄʽʞʛʘʣʫʟʝʚʠʡ ʙʘʣʘʥʩ ʩʣʫʞʠʪʴ ʙʘʟʦʶ ʚʠʟʥʘʯʝʥʥʷ ʚʟʘʻʤʦʟʙʘʣʘʥʩʦʚʘʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ 

ʦʩʥʦʚʥʠʭ ʧʦʢʘʟʥʠʢʽʚ ʽ ʚʽʜʦʙʨʘʞʘʻ ʢʨʫʛʦʦʙʽʛ ʩʫʩʧʽʣʴʥʦʛʦ ʧʨʦʜʫʢʪʫ ʥʘ ʤʽʞʛʘʣʫʟʝʚʦʤʫ 
ʨʽʚʥʽ. ɸʥʘʣʽʟ ʩʪʨʫʢʪʫʨʥʠʭ ʚʟʘʻʤʦʜʽʡ ʤʽʞʛʘʣʫʟʝʚʦʛʦ ʙʘʣʘʥʩʫ ʦʧʠʩʘʥʠʡ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʥʦʶ 
ʤʦʜʝʣʣʶ ɺ. ʃʝʦʥʪʴʻʚʘ (ʉʐɸ) [6].  

Мета дослідження 
ʄʝʪʘ ʨʦʙʦʪʠ ʧʦʣʷʛʘʻ ʚ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʽ ʜʠʥʘʤʽʯʥʠʭ ʨʽʚʥʷʥʴ ʤʽʞʛʘʣʫʟʝʚʦʛʦ ʙʘʣʘʥʩʫ 

ʧʨʠ ʚʠʥʠʢʥʝʥʥʽ ʟʙʫʨʝʥʴ ʚ ʝʣʝʤʝʥʪʘʭ ʤʘʪʨʠʮʴ ʧʨʷʤʠʭ ʤʘʪʝʨʽʘʣʴʥʠʭ ʟʘʪʨʘʪ ʪʘ 
ʚʥʫʪʨʽʰʥʽʭ ʽʥʚʝʩʪʠʮʽʡ. 

Викладення основного матеріалу 
ʋ ʩʪʘʪʠʩʪʠʯʥʦʤʫ ʙʘʣʘʥʩʽ ʢʘʧʽʪʘʣʦʚʢʣʘʜʝʥʥʷ ʚʽʜʦʙʨʘʞʘʶʪʴʩʷ ʟʘʛʘʣʴʥʦʶ 

ʚʝʣʠʯʠʥʦʶ ʚ ʩʢʣʘʜʽ ʢʽʥʮʝʚʦʾ ʧʨʦʜʫʢʮʽʾ [6]. ʋ ʜʠʥʘʤʽʯʥʽʡ ʞʝ ʩʭʝʤʽ ʚʠʨʦʙʣʝʥʠʡ ʢʽʥʮʝʚʠʡ 
ʧʨʦʜʫʢʪ Yi(t) ʚ i-ʡ ʛʘʣʫʟʽ ʟʘ ʧʝʨʽʦʜ t ʜʽʣʠʪʴʩʷ ʥʘ ʜʚʽ ʯʘʩʪʠʥʠ: Сi(t) ʪʘ Кi(t), ʪʦʙʪʦ 

Yi(t) = Кi(t) + Сi(t). (1) 

ɺʝʣʠʯʠʥʘ Сi(t) ʧʨʠʟʥʘʯʝʥʘ ʜʣʷ ʦʧʠʩʫ ʦʙôʻʤʽʚ ʦʩʦʙʠʩʪʦʛʦ ʽ ʩʫʩʧʽʣʴʥʦʛʦ 
ʩʧʦʞʠʚʘʥʥʷ, ʥʘʢʦʧʠʯʝʥʥʷ ʚ ʥʝʚʠʨʦʙʥʠʯʽʡ ʩʬʝʨʽ, ʥʘ ʝʢʩʧʦʨʪ ʽ ʪ.ʧ. ɺʝʣʠʯʠʥʘ Кi(t) ʦʧʠʩʫʻ 
ʧʨʠʨʽʩʪ ʬʦʥʜʽʚ ʚ ʛʘʣʫʟʷʭ, ʪʦʙʪʦ 

51



ПРИКЛАДНІ ПИТАННЯ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ Т. 3, № 1, 2020 

10.32782/2618-0340/2020.1-3.5 

,)()(
1
∑
=

=
n

j
iji tΔtK ϕ (2) 

ʜʝ )(tΔ ijϕ  ï ʢʽʣʴʢʽʩʪʴ ʧʨʦʜʫʢʮʽʾ i-ʦʾ ʛʘʣʫʟʽ, ʱʦ ʥʘʧʨʘʚʣʷʻʪʴʩʷ ʚ ʧʦʪʦʯʥʦʤʫ ʧʝʨʽʦʜʽ ʚ j-ʫ 
ʛʘʣʫʟʴ ʚ ʷʢʦʩʪʽ ʚʠʨʦʙʥʠʯʠʭ ʢʘʧʽʪʘʣʦʚʢʣʘʜʝʥʴ (ʜʣʷ ʟʙʽʣʴʰʝʥʥʷ ʢʽʣʴʢʦʩʪʽ ʚʠʨʦʙʥʠʯʦʛʦ 
ʦʙʣʘʜʥʘʥʥʷ, ʩʧʦʨʫʜ ʽ ʪ.ʧ.). 

ʊʘʢʠʤ ʯʠʥʦʤ, ʩʠʩʪʝʤʘ ʨʽʚʥʷʥʴ ʚʠʨʦʙʥʠʮʪʚʘ ʽ ʨʦʟʧʦʜʽʣʫ ʧʨʦʜʫʢʮʽʾ ʟʘ ʧʝʨʽʦʜ t ʚ 
ʜʠʥʘʤʽʯʥʦʤʫ ʙʘʣʘʥʩʽ ʤʘʻ ʚʠʛʣʷʜ: 

,,ni,j,txtatx

.,ni,tCtΔtxtx

jijij

i

n

j
ij

n

j
iji

1)()()(

1)()()()(
11

==

=++= ∑∑
==

ϕ
(3) 

ʜʝ aij(t) ï ʢʦʝʬʽʮʽʻʥʪ ʧʨʷʤʠʭ ʤʘʪʝʨʽʘʣʴʥʠʭ ʚʠʪʨʘʪ ʚ ʧʝʨʽʦʜ t; 
Сi(t) ï ʯʘʩʪʠʥʘ ʢʽʥʮʝʚʦʛʦ ʧʨʦʜʫʢʪʫ, ʱʦ ʡʜʝ ʥʘ ʩʧʦʞʠʚʘʥʥʷ. 

ʇʨʠʨʽʩʪ ʧʨʦʜʫʢʮʽʾ j-ʾ ʛʘʣʫʟʽ ʟʘ ʧʝʨʽʦʜ t ʜʦʨʽʚʥʶʻ 

.txtxtx jjj )1()()( −−=∆  

ʇʨʠʡʤʝʤʦ, ʱʦ ʧʨʠʨʽʩʪ ʬʦʥʜʽʚ ʧʨʷʤʦ ʧʨʦʧʦʨʮʽʡʥʠʡ ʧʨʠʨʦʩʪʫ ʧʨʦʜʫʢʮʽʾ, ʪʦʙʪʦ 

,
tx
t

tb

,txtbt

j

ij
ij

ijijij

)(
)(

)(

)()()(

∆

∆
=

∆=∆

ϕ

ϕ

(4) 

ʜʝ bij(t) ï ʢʦʝʬʽʮʽʻʥʪ ʧʨʦʧʦʨʮʽʡʥʦʩʪʽ, ʷʢʠʡ ʧʦʢʘʟʫʻ ʩʢʽʣʴʢʠ ʧʨʦʜʫʢʮʽʾ i-ʾ ʛʘʣʫʟʽ ʪʨʝʙʘ 
ʚʢʣʘʩʪʠ ʚ j-ʫ ʛʘʣʫʟʴ, ʱʦʙ ʟʙʽʣʴʰʠʪʠ ʚʠʧʫʩʢ ʚ ʮʽʡ ʛʘʣʫʟʽ ʥʘ ʦʜʠʥʠʮʶ (ʢʘʧʽʪʘʣʦʤʽʩʪʢʽʩʪʴ 
ʦʜʠʥʠʮʽ ʚʠʧʫʩʢʫ ʧʨʦʜʫʢʮʽʾ j-ʾ ʛʘʣʫʟʽ ï ʢʦʝʬʽʮʽʻʥʪ ʚʢʣʘʜʝʥʴ). 

ɿ ʩʧʽʚʚʽʜʥʦʰʝʥʴ (3) ʚʠʧʣʠʚʘʻ, ʱʦ 

)()()()()()( tCtxtbtxtatx ijijjiji +∆+=∑ ∑ . (5) 

ʆʩʢʽʣʴʢʠ ʚ ʥʝʧʝʨʝʨʚʥʦʤʫ ʚʠʧʘʜʢʫ 
dt

tdx
tb

dt
td j

ij
ij )(

)(
)(
=

ϕ
, ʪʦʤʫ 

,ni,tC
dt

tdx
tbtxtatx i

n

j

j
ij

n

j
jiji 1)(

)(
)()()()(

11
=++= ∑∑

==

. (6) 

ɺʠʨʘʟ (6) ʻ ʜʠʥʘʤʽʯʥʦʶ ʤʦʜʝʣʣʶ ɺ. ʃʝʦʥʪʴʻʚʘ [6]. 
ʂʦʝʬʽʮʽʻʥʪʠ aij(t) ʫʪʚʦʨʶʶʪʴ ʤʘʪʨʠʮʶ ʧʨʷʤʠʭ ʚʠʪʨʘʪ A(t) ʨʦʟʤʽʨʦʤ (n×n). 

ʂʦʝʬʽʮʽʻʥʪʠ bij(t) ʫʪʚʦʨʶʶʪʴ ʤʘʪʨʠʮʶ B(t) ï ʤʘʪʨʠʮʶ ʚʥʫʪʨʽʰʥʽʭ ʽʥʚʝʩʪʠʮʽʡ ʨʦʟʤʽʨʦʤ 
(n×n). 
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ɺʚʽʚʰʠ ʚʝʢʪʦʨ )(tC


 ʢʽʥʮʝʚʦʛʦ ʧʨʦʜʫʢʪʫ, ʱʦ ʡʜʝ ʥʘ ʩʧʦʞʠʚʘʥʥʷ ʟ ʪʦʯʥʽʩʪʶ ʜʦ 
ʩʪʨʫʢʪʫʨʠ ʩʧʦʞʠʚʘʥʥʷ ʚ ʧʝʨʽʦʜ t )()()( td txtC


= , )(td 


 ï ʚʝʢʪʦʨ, ʱʦ ʟʘʜʘʻ ʩʪʨʫʢʪʫʨʫ 

ʩʧʦʞʠʚʘʥʥʷ, ʽ ʚʝʢʪʦʨ ʪʨʫʜʦʤʽʩʪʢʦʩʪʽ ʧʨʦʜʫʢʮʽʾ ))(,),()(()( 21 t lt, ltltl n


= , 

)()()(
1

tLtxtl
n

j
jj =∑

=

 ï ʟʘʛʘʣʴʥʫ ʢʽʣʴʢʽʩʪʴ ʪʨʫʜʦʚʠʭ ʨʝʩʫʨʩʽʚ, ʟʘʜʽʷʥʠʭ ʚ ʝʢʦʥʦʤʽʯʥʽʡ 

ʩʠʩʪʝʤʽ, ʦʪʨʠʤʘʻʤʦ ʩʠʩʪʝʤʫ (n+1) ʨʽʚʥʷʥʴ: 
 

)()()()()()()( tdtx
dt

txdttxtt





++= BAx , (7) 

 
)()()( tLtxtl =


, (8) 

 
ʜʝ ʦʩʪʘʥʥʻ ʨʽʚʥʷʥʥʷ ʤʦʞʝ ʚʠʩʪʫʧʘʪʠ ʚ ʷʢʦʩʪʽ ʦʙʤʝʞʝʥʥʷ ʧʦ ʪʨʫʜʦʚʠʤ ʨʝʩʫʨʩʘʤ. 

 
ʅʘʚʝʜʝʤʦ ʨʽʚʥʷʥʥʷ (7) ʚ ʩʪʘʥʜʘʨʪʥʽʡ ʬʦʨʤʽ: 
 

[ ]
dt

txdttdttx )()()()()(
 BAI =−− ,  

 

ʜʝ [ ])()()()()( tdttx
dt

txdt




−−= AIB . 

ɺʚʘʞʘʶʯʠ ʩʪʨʫʢʪʫʨʫ ʩʧʦʞʠʚʘʥʥʷ ʧʦʩʪʽʡʥʦʶ ʽ ʧʦʟʥʘʯʠʚʰʠ )(~)()( ttdt AA =−


, 
ʦʪʨʠʤʘʻʤʦ:  

 

[ ] )()()(~)( 1 txtt
dt

txd 


−−= BAI . (9) 

 
ʋ ʤʦʜʝʣʽ (9) ʧʝʨʝʜʙʘʯʘʻʪʴʩʷ, ʱʦ ʧʨʠʨʽʩʪ ʧʨʦʜʫʢʮʽʾ ʧʦʪʦʯʥʦʛʦ ʧʝʨʽʦʜʫ 

ʦʙʫʤʦʚʣʶʻʪʴʩʷ ʚʢʣʘʜʝʥʥʷʤʠ, ʟʨʦʙʣʝʥʠʤʠ ʚ ʮʴʦʤʫ ʞ ʧʝʨʽʦʜʽ. ʍʦʯʘ ʚ ʨʝʘʣʴʥʠʭ ʩʠʩʪʝʤʘʭ 
ʤʘʪʝʨʽʘʣʴʥʦʛʦ ʙʘʣʘʥʩʫ ʽʩʥʫʻ ʟʘʧʽʟʥʶʚʘʥʥʷ ʽʥʚʝʩʪʠʮʽʡ, ʘʤʦʨʪʠʟʘʮʽʷ ʦʩʥʦʚʥʠʭ 
ʚʠʨʦʙʥʠʯʠʭ ʬʦʥʜʽʚ. 

ʈʦʟʚôʷʟʢʦʤ ʨʽʚʥʷʥʥʷ (9) ʻ ʚʝʢʪʦʨ )(tx , ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʘʤʠ ʷʢʦʛʦ ʻ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʚʘʣʦʚʦʛʦ 
ʧʨʦʜʫʢʪʫ ʧʨʠ ʚʽʜʦʤʠʭ ʤʘʪʨʠʮʷʭ ʤʘʪʝʨʽʘʣʴʥʠʭ ʚʠʪʨʘʪ A(t) ʽ ʤʘʪʨʠʮʷʭ ʚʠʨʦʙʥʠʯʠʭ 
ʽʥʚʝʩʪʠʮʽʡ B(t), ʷʢʽ ʟʘ ʟʤʽʩʪʦʤ ʬʫʥʢʮʽʦʥʫʚʘʥʥʷ ʝʢʦʥʦʤʽʯʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ ʧʦʚʠʥʥʽ ʙʫʪʠ 
ʥʝʚʽʜôʻʤʥʦ ʚʠʟʥʘʯʝʥʠʤʠ. ʂʨʽʤ ʪʦʛʦ, ʤʘʪʨʠʮʷ A(t) ʧʦʚʠʥʥʘ ʙʫʪʠ ʥʝʨʦʟʢʣʘʜʝʥʦʶ ʽ 
ʧʨʦʜʫʢʪʠʚʥʦʶ [4, 6, 7], ʱʦ ʝʢʚʽʚʘʣʝʥʪʥʦ ʦʜʥʽʡ ʟ ʥʘʩʪʫʧʥʠʭ ʚʠʤʦʛ: 
1) ʤʘʢʩʠʤʘʣʴʥʝ ʚʣʘʩʥʝ ʯʠʩʣʦ ʤʘʪʨʠʮʽ A(t)   λ(А) ᾽ 1; 
2) ʤʘʪʨʠʮʷ ( ) 1)( −− tAI  ï ʜʦʜʘʪʥʦ ʚʠʟʥʘʯʝʥʘ; 

3) ʤʘʪʨʠʯʥʠʡ ʨʷʜ ∑
∞

=0
)(

i

i tA  ʻ ʟʙʽʞʥʠʤ; 

4)  

( ) 1

0
)()( −

∞

=

−=∑ ttA
i

i AI . (10) 
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ʗʢ ʧʦʢʘʟʘʥʦ ʚ [5, 6, 7] ʧʣʘʚʥʘ ʟʤʽʥʘ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʤʘʪʨʠʮʴ А ʽ В ʤʦʞʝ ʧʨʠʚʝʩʪʠ ʜʦ 
ʧʦʨʫʰʝʥʥʷ ʾʭ ʧʨʦʜʫʢʪʠʚʥʦʩʪʽ, ʥʝʨʦʟʢʣʘʜʝʥʦʩʪʽ ʽ ʜʦʜʘʪʥʦʾ ʚʠʟʥʘʯʝʥʦʩʪʽ, ʱʦ ʧʨʠʟʚʝʜʝ ʜʦ 
ʷʢʽʩʥʠʭ ʟʤʽʥ ʨʦʟʚôʷʟʢʽʚ ʨʽʚʥʷʥʴ ʤʘʪʝʨʽʘʣʴʥʦʛʦ ʙʘʣʘʥʩʫ ʽ ʜʦ ʥʝʩʪʽʡʢʦʛʦ ʬʫʥʢʮʽʦʥʫʚʘʥʥʷ 
ʝʢʦʥʦʤʽʯʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ. ʊʦʤʫ ʨʦʣʴ ʚʠʨʦʜʞʝʥʦʾ ʢʨʠʪʠʯʥʦʾ ʪʦʯʢʠ ʛʨʘʶʪʴ ʚʠʨʦʜʞʝʥʽ ʚʣʘʩʥʽ 
ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʤʘʪʨʠʮʴ A(t) ʽ B(t) [1, 5, 8]. 

ʅʝʭʘʡ ʟʘʟʥʘʯʝʥʽ ʤʘʪʨʠʮʽ ʟʘʜʦʚʦʣʴʥʷʶʪʴ ʫʤʦʚʽ: 
 

11 << ijij b ,     a  (11) 
 

ʽ ʟʤʽʥʠʣʘʩʷ ʫʤʦʚʘ ʚʥʫʪʨʽʰʥʽʭ ʽʥʚʝʩʪʠʮʽʡ. 
ʅʝʭʘʡ λ1 − ʧʨʦʩʪʝ ʚʣʘʩʥʝ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʤʘʪʨʠʮʽ А ʧʨʠ ʜʝʷʢʦʤʫ t. ɿʥʘʡʜʝʤʦ 

ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʝ ʚʣʘʩʥʝ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʤʘʪʨʠʮʽ 
 

(А + ɛВ). (12) 
 
ʍʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʯʥʝ ʨʽʚʥʷʥʥʷ ʤʘʪʨʠʮʽ А ʤʘʻ ʚʠʛʣʷʜ: 
 

0)det( 0
2

2
1

1 =++++=− CλCλCλλ n-
n-

n-
n-

n AI . (13) 
 
ʊʦʜʽ ʦʪʨʠʤʫʻʤʦ ʪʘʢʝ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʯʥʝ ʨʽʚʥʷʥʥʷ ʤʘʪʨʠʮʽ (12): 
 

0)()()()det( 0
2

2
1

1 =++++=−− εCλεC)λεCλελ n-
n-

n-
n-

n BAI , (14) 
 

ʜʝ Сr(ɛ) ï ʧʦʣʽʥʦʤʠ ʩʪʝʧʝʥʷ (nïr) ʪʘʢʽ, ʱʦ  
 

rr CC =)0( . (15) 
 
ʎʝ ʩʪʘʻ ʦʯʝʚʠʜʥʠʤ (ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʦ ʜʦ ʪʝʦʨʽʾ ʘʣʛʝʙʨʘʾʯʥʠʭ ʬʫʥʢʮʽʡ), ʷʢʱʦ ʟʘʧʠʰʝʤʦ 

ʪʦʯʥʠʡ ʚʠʨʘʟ ʜʣʷ )det( BAI ελ −−  [1−2]. ʄʦʞʥʘ ʥʘʢʣʘʩʪʠ ʚʠʤʦʛʠ [4]: 
 

n-r
r,n-rrrrr εCεCεCCεC ++++= 2

21)( . (16) 
 
ʈʦʟʛʣʷʥʝʤʦ ʚʠʧʘʜʦʢ, ʢʦʣʠ λ1 − ʧʨʦʩʪʠʡ ʢʦʨʽʥʴ ʨʽʚʥʷʥʥʷ (13), ʪʦʜʽ ʜʣʷ |ɛ| ᾽ 1 ʽʩʥʫʻ 

ʧʨʦʩʪʠʡ ʢʦʨʽʥʴ ʨʽʚʥʷʥʥʷ (14), ʷʢʠʡ ʟʘʜʘʻʪʴʩʷ ʟʙʽʞʥʠʤ ʩʪʝʧʝʥʝʚʠʤ ʨʷʜʦʤ: 
 

+++= 2
2111 )( εkεkλελ  (17) 

 
ʆʯʝʚʠʜʥʦ, ʱʦ λ1(ɛ) Ÿ λ1 ʧʨʠ ɛ Ÿ 0. 
ɿʙʫʨʝʥʥʷ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʤʘʪʨʠʮʽ ɛ ʚʠʟʥʘʯʘʻ ʟʙʫʨʝʥʥʷ ʚʣʘʩʥʦʛʦ ʟʥʘʯʝʥʥʷ λ1 

ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʯʥʦʛʦ ʧʦʣʽʥʦʤʘ ʤʘʪʨʠʮʽ А, ʱʦ ʚʥʘʩʣʽʜʦʢ ʥʝʧʝʨʝʨʚʥʦʾ ʟʘʣʝʞʥʦʩʪʽ ʟʤʽʥ 
ʢʦʝʬʽʮʽʻʥʪʽʚ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʯʥʦʛʦ ʧʦʣʽʥʦʤʘ ʚʽʜ ʟʤʽʥ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʤʘʪʨʠʮʽ А, ʚ ʩʚʦʶ ʯʝʨʛʫ, 
ʧʨʠʚʝʜʝ ʜʦ ʟʤʽʥʠ ʚʣʘʩʥʦʛʦ ʚʝʢʪʦʨʘ x1 ʤʘʪʨʠʮʽ А, ʘ ʚʦʥʘ ʧʨʠʚʝʜʝ ʜʦ ʟʤʽʥʠ ʥʘʧʨʷʤʫ ʽ 
ʚʝʣʠʯʠʥʠ ʨʫʭʫ ʝʢʦʥʦʤʽʯʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ. ʆʩʢʽʣʴʢʠ λ1 ï ʧʨʦʩʪʝ ʚʣʘʩʥʝ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʤʘʪʨʠʮʽ (А ï 
λI), ʪʦʤʫ ʥʘ ʦʩʥʦʚʽ ʪʝʦʨʽʾ ʣʽʥʽʡʥʠʭ ʨʽʚʥʷʥʴ [3, 7] ʟʘ ʢʦʤʧʦʥʝʥʪʠ ʚʣʘʩʥʦʛʦ ʚʝʢʪʦʨʘ х 
ʤʦʞʥʘ ʚʟʷʪʠ 

 
( )nnnn ,A,A,A 21 , (18) 
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ʜʝ  Аn1 ï ʘʣʛʝʙʨʘʾʯʥʝ ʜʦʧʦʚʥʝʥʥʷ (n, i)-ʛʦ ʝʣʝʤʝʥʪʘ (А ï λ1I), ʘ, ʦʪʞʝ, Аni ï ʮʝ ʧʦʣʽʥʦʤʠ 
ʩʪʝʧʝʥʷ λ1, ʥʝ ʚʠʱʦʛʦ ʟʘ (n ï 1). 

ɿʘʩʪʦʩʫʻʤʦ ʮʝʡ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪ ʜʦ ʧʨʦʩʪʦʛʦ ʚʣʘʩʥʦʛʦ ʟʥʘʯʝʥʥʷ λ1(ɛ) ʤʘʪʨʠʮʽ (А + ɛВ). 
ɺʚʝʜʝʤʦ ʧʦʟʥʘʯʝʥʥʷ: х1 ï ʚʣʘʩʥʠʡ ʚʝʢʪʦʨ ʤʘʪʨʠʮʽ А; х1(ɛ) ï ʚʣʘʩʥʠʡ ʚʝʢʪʦʨ ʤʘʪʨʠʮʽ (А 
+ ɛВ). ʊʦʜʽ ʝʣʝʤʝʥʪʠ ʚʝʢʪʦʨʘ х1(ɛ) ï ʮʝ ʧʦʣʽʥʦʤʠ ʟʘ ɛ, ʽ ʟʘʚʜʷʢʠ ʪʦʤʫ, ʱʦ ʩʪʝʧʝʥʝʚʠʡ ʨʷʜ 
ʜʣʷ λ1(ɛ) ʟʙʽʛʘʻʪʴʩʷ ʧʨʠ ʟʘʜʘʥʠʭ ɛ, ʢʦʞʥʠʡ ʝʣʝʤʝʥʪ ʚʝʢʪʦʨʘ х1(ɛ) ʤʦʞʥʘ ʧʨʝʜʩʪʘʚʠʪʠ 
ʟʙʽʞʥʠʤ ʩʪʝʧʝʥʝʚʠʤ ʨʷʜʦʤ ʟʘ ὑ, ʧʦʩʪʽʡʥʠʡ ʯʣʝʥ ʚ ʷʢʦʤʫ ï ʮʝ ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʠʡ ʝʣʝʤʝʥʪ 
ʚʝʢʪʦʨʘ х1. ɿʚʽʜʩʠ ʦʪʨʠʤʫʻʤʦ: 

 
+++= 2

2
111 )( zεzεxεx , (19) 

 
ʜʝ ʢʦʞʥʘ ʢʦʤʧʦʥʝʥʪʘ ʚʝʢʪʦʨʥʦʛʦ ʨʷʜʫ (19) ʚ ʧʨʘʚʽʡ ʯʘʩʪʠʥʽ ʻ ʘʙʩʦʣʶʪʥʦ ʟʙʽʞʥʠʤ 
ʩʪʝʧʝʥʝʚʠʤ ʨʷʜʦʤ ʟʘ ɛ. 

 
ɸʥʘʣʦʛʽʯʥʦ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʫ (17) ʜʣʷ ʚʣʘʩʥʦʛʦ ʟʥʘʯʝʥʥʷ, ʦʪʨʠʤʫʻʤʦ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪ ʜʣʷ 

ʚʣʘʩʥʦʛʦ ʚʝʢʪʦʨʘ. 
ʈʦʟʛʣʷʥʝʤʦ ʙʽʣʴʰ ʩʢʣʘʜʥʠʡ ʚʠʧʘʜʦʢ: ʤʘʪʨʠʮʷ А ʤʘʻ ʝʣʝʤʝʥʪʘʨʥʽ ʜʽʣʴʥʠʢʠ. ɺ 

ʮʴʦʤʫ ʚʠʧʘʜʢʫ ʽʩʥʫʻ ʩʠʩʪʝʤʘ ʧʨʘʚʠʭ ʽ ʣʽʚʠʭ ʚʣʘʩʥʠʭ ʚʝʢʪʦʨʽʚ x1, x2, é, xn ʪʘ y1, y2, é, 
yn ʪʘʢʠʭ, ʱʦ  

 
)(0 jij

T
i ≠=xy , (20) 

 
ʭʦʯʘ ʮʽ ʚʝʢʪʦʨʠ ʻʜʠʥʽ, ʷʢʱʦ ʚʩʽ ʚʣʘʩʥʽ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʧʨʦʩʪʽ [1, 2, 3]. 

ɺʠʨʘʟʠʤʦ ʢʦʞʥʠʡ ʚʝʢʪʦʨ zi ʫ ʨʷʜʽ (19) ʯʝʨʝʟ ʚʝʢʪʦʨʠ xj: 
 

∑
=

=
n

j
jiji S

1
xz . (21) 

 
ʊʦʜʽ ʤʘʻʤʦ 
 

∑∑
==

+++=
n

j
jj

n

j
jj S εSε)(ε

1
2

2

1
111 xxxx , (22) 

 
ʽ, ʟʙʠʨʘʶʯʠ ʨʘʟʦʤ ʯʣʝʥʠ ʟ xj, ʦʪʨʠʤʫʻʤʦ 

 
( ) ( ) ++++++++=  222

2
21112

2
111 1)( xxx  SεSε Sεε Sε  

( ) nnn  SεSε x+++ 2
2

1 . 
(23) 

 
ɿʙʽʞʥʽʩʪʴ n ʩʪʝʧʝʥʝʚʠʭ ʨʷʜʽʚ, ʱʦ ʩʪʦʷʪʴ ʚ ʜʫʞʢʘʭ, ʻ ʧʨʦʩʪʠʡ ʥʘʩʣʽʜʦʢ 

ʘʙʩʦʣʶʪʥʦʾ ʟʙʽʞʥʦʩʪʽ ʨʷʜʽʚ (19). 
ʆʪʨʠʤʘʻʤʦ ʪʦʯʥʝ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʚʠʨʘʟʫ ʜʣʷ ʟʙʫʨʝʥʥʷ ʧʝʨʰʦʛʦ ʧʦʨʷʜʢʫ ʚ ʪʝʨʤʽʥʘʭ 

ʧʨʘʚʠʭ ʽ ʣʽʚʠʭ ʚʣʘʩʥʠʭ ʚʝʢʪʦʨʽʚ (20). ʇʦʟʥʘʯʠʤʦ 
 

niS j
T
ii ,1, == xy , (24) 

 
ʜʝ yj ʪʘ xj ï ʥʦʨʤʦʚʘʥʽ ʣʽʚʽ ʪʘ ʧʨʘʚʽ ʚʣʘʩʥʽ ʚʝʢʪʦʨʠ. 
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ʗʢʱʦ yj ʽ xj ʜʽʡʩʥʽ, ʪʦʜʽ Si ʻ ʢʦʩʠʥʫʩʦʤ ʢʫʪʘ ʤʽʞ ʮʠʤʠ ʚʝʢʪʦʨʘʤʠ [2, 3]. ɺ ʙʫʜʴ-

ʷʢʦʤʫ ʚʠʧʘʜʢʫ 1
22 =⋅≤= jij

T
iiS xyxy , ʜʝ 

22 ji , xy  ï ʝʚʢʣʽʜʦʚʽ ʥʦʨʤʠ ʚʝʢʪʦʨʽʚ. 
ɼʣʷ ʥʦʨʤʦʚʘʥʠʭ ʚʝʢʪʦʨʽʚ ʬʦʨʤʫʣʘ (23) ʤʘʻ ʚʠʛʣʷʜ: 
 

( ) ( ) ( ) . tεtε tεtεxε nnn xxx ⋅++++⋅+++=  2
2

1222
2

2111  (25) 
 
ɺʠʟʥʘʯʠʤʦ ʚʝʣʠʯʠʥʫ 
 

j
T
iijβ Bxy= , (26) 

 

222 jij
T
iijβ xyBBxy ≤= . (27) 

 
ɿʘ ʚʠʟʥʘʯʝʥʥʷʤ 
 

)()()()( 111 εελεε xxBA =+  (28) 
 

ʽ ʟʘʚʜʷʢʠ ʪʦʤʫ, ʱʦ ʧʨʦʩʪʝ ʚʣʘʩʥʝ ʟʥʘʯʝʥʥʷ λ1(ɛ) ʤʘʪʨʠʮʽ )( BA ε+ ʽ ʚʩʽ ʢʦʤʧʦʥʝʥʪʠ 
ʚʝʢʪʦʨʘ х1(ɛ) ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʷʶʪʴʩʷ ʟʙʽʞʥʠʤʠ ʩʪʝʧʝʥʝʚʠʤʠ ʨʷʜʘʤʠ, ʤʦʞʥʘ ʧʨʠʨʽʚʥʷʪʠ ʯʣʝʥʠ 
ʧʨʠ ʦʜʥʘʢʦʚʠʭ ʩʪʝʧʝʥʷʭ ɛ ʚ ʮʴʦʤʫ ʨʽʚʥʷʥʥʽ. ɺʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʶʯʠ ʩʧʽʚʚʽʜʥʦʰʝʥʥʷ (17) ʪʘ 
(27), ʦʪʨʠʤʘʻʤʦ 

 

11
2

111
2

1 xxBxxA ktλt i

n

i
ii

n

i
i +








=+








∑∑
==

 (29) 

ʘʙʦ 

111
2

11)( xBxx ktλλ i

n

i
ii =+−∑

=
. (30) 

 
ʇʦʤʥʦʞʠʚʰʠ ʟʣʽʚʘ ʦʪʨʠʤʘʥʝ ʨʽʚʥʷʥʥʷ ʥʘ T

1Y , ʽ ʟ ʫʨʘʭʫʚʘʥʥʷʤ ʪʦʛʦ, ʱʦ 
)1(01 ≠= ii

T xY , ʤʘʻʤʦ 
 

1

11

11

11
1 S

βk T

T

==
xY

BxY . (31) 

ʆʪʞʝ, 

1
1 S

nk ≤ . (32) 

 
ʇʦʤʥʦʞʠʚʰʠ ʨʽʚʥʽʩʪʴ (30) ʟʣʽʚʘ ʥʘ T

iY , ʦʪʨʠʤʘʻʤʦ 
 

)32(0)( 111 n,,,iβStλλ iiii ==+− . (33) 
 
ʆʪʞʝ, ʟ ʧʦʜʘʥʥʷ (25) ʚʠʧʣʠʚʘʻ, ʱʦ ʯʣʝʥ ʧʝʨʰʦʛʦ ʧʦʨʷʜʢʫ ʚ ʟʙʫʨʝʥʥʽ х1 ʤʘʻ 

ʚʠʛʣʷʜ: 
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( ) ( ) ( ) ( ) i

n

i ii

i

nn

nn x
λλS

βε
Sλλ

xβ
Sλλ

xβ
Sλλ

xβε ∑
= −

=







−

++
−

+
− 2 1

1

1

1

331

231

221

221  . (34) 

 
ʈʦʟʛʣʷʜʘʶʯʠ ʚʣʘʩʥʽ ʚʝʢʪʦʨʠ, ʨʦʟʢʣʘʜʘʻʤʦ ʾʭ ʟʙʫʨʝʥʥʷ ʥʘ ʢʦʤʧʦʥʝʥʪʠ ʚ 

ʥʘʧʨʷʤʢʘʭ x1, x2, é, xn. ʗʢʱʦ xi ʦʨʪʦʛʦʥʘʣʴʥʽ (ʮʝ ʤʘʻ ʤʽʩʮʝ, ʢʦʣʠ ʤʘʪʨʠʮʷ А ʤʘʻ n 
ʝʣʝʤʝʥʪʘʨʥʠʭ ʜʽʣʴʥʠʢʽʚ), ʪʦʜʽ ʤʦʞʥʘ ʦʮʽʥʠʪʠ ʚʽʜʭʠʣʝʥʥʷ ʝʢʦʥʦʤʽʯʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ ʧʨʠ 
ʟʘʜʘʥʠʭ ʟʙʫʨʝʥʥʷʭ ɛ. ɿʘ ʧʘʨʘʤʝʪʨ ɛ ʤʦʞʥʘ ʚʟʷʪʠ ʢʦʝʬʽʮʽʻʥʪ ʽʥʬʣʷʮʽʾ. ʇʨʠ ʚʝʣʠʢʠʭ 
ʟʥʘʯʝʥʥʷʭ ʢʦʩʠʥʫʩʘ ʢʫʪʘ ʤʽʞ ʚʝʢʪʦʨʘʤʠ ( ) i

T
i ,ε xx  ʩʢʣʘʜʦʚʽ ʚʝʢʪʦʨʽʚ ʧʨʘʢʪʠʯʥʦ 

ʟʙʽʛʘʶʪʴʩʷ ʽ ʩʠʩʪʝʤʘ ʻ ʩʪʽʡʢʦʶ ʜʦ ʟʙʫʨʝʥʴ. ɺʠʧʘʜʦʢ ʢʨʘʪʥʠʭ ʚʣʘʩʥʠʭ ʟʥʘʯʝʥʴ ʽ 
ʥʝʣʽʥʽʡʥʠʭ ʜʽʣʴʥʠʢʽʚ ʤʘʪʨʠʮʴ А ʪʘ В ʤʦʞʝ ʙʫʪʠ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʠʡ ʟ ʧʝʨʝʭʦʜʦʤ ʜʦ 
ʢʘʥʦʥʽʯʥʠʭ ʬʦʨʤ ɾʦʨʜʘʥʘ ʽ ʟ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷʤ ʪʝʦʨʝʤ ɻʝʨʰʛʦʨʽʥʘ [1, 2, 4, 7, 9]. 

 
Висновки 

1. ʇʨʠ ʧʨʦʩʪʦʤʫ ʚʣʘʩʥʦʤʫ ʟʥʘʯʝʥʥʽ ʤʘʪʨʠʮʽ ʤʘʪʝʨʽʘʣʴʥʠʭ ʚʠʪʨʘʪ А ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ 
ʚʧʣʠʚʫ ʟʙʫʨʝʥʴ ʥʘ ʤʘʪʨʠʮʽ ʚʥʫʪʨʽʰʥʽʭ ʽʥʚʝʩʪʠʮʽʡ В ʽ ʤʘʪʝʨʽʘʣʴʥʠʭ ʚʠʪʨʘʪ А ʤʦʞʝ 
ʙʫʪʠ ʟʚʝʜʝʥʦ ʜʦ ʟʥʘʭʦʜʞʝʥʥʷ ʢʦʩʠʥʫʩʘ ʢʫʪʘ ʤʽʞ ʚʝʢʪʦʨʘʤʠ х1 ʪʘ х1(ὑ). 

2. ʇʨʠ ʥʘʷʚʥʦʩʪʽ n ʝʣʝʤʝʥʪʘʨʥʠʭ ʜʽʣʴʥʠʢʽʚ ʤʘʪʨʠʮʽ А ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʚʧʣʠʚʫ ʟʙʫʨʝʥʥʷ ɛ 
ʤʦʞʝ ʙʫʪʠ ʟʚʝʜʝʥʦ ʜʦ ʟʥʘʭʦʜʞʝʥʥʷ ʢʦʩʠʥʫʩʽʚ ʢʫʪʽʚ ʤʽʞ ʚʣʘʩʥʠʤʠ ʚʝʢʪʦʨʘʤʠ, ʷʢʽ 
ʚʽʜʧʦʚʽʜʘʶʪʴ ʨʽʟʥʠʤ ʚʣʘʩʥʠʤ ʟʥʘʯʝʥʥʷʤ. ʄʘʣʽ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʢʦʩʠʥʫʩʽʚ ʢʫʪʽʚ ʤʽʞ 
ʚʝʢʪʦʨʘʤʠ хi(ɛ) ʪʘ хi ʦʟʥʘʯʘʶʪʴ ʟʥʘʯʥʠʡ ʜʨʝʡʬ ʝʢʦʥʦʤʽʯʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ ʧʽʜ ʜʽʻʶ 
ʽʥʬʣʷʮʽʾ. 

3. ɺʠʧʘʜʦʢ ʢʨʘʪʥʠʭ ʚʣʘʩʥʠʭ ʟʥʘʯʝʥʴ ʽ ʥʝʣʽʥʽʡʥʠʭ ʜʽʣʴʥʠʢʽʚ ʚʠʤʘʛʘʻ ʙʽʣʴʰ ʩʢʣʘʜʥʦʛʦ 
ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʟ ʟʘʣʫʯʝʥʥʷʤ, ʢʨʽʤ ʪʝʦʨʽʾ ʟʙʫʨʝʥʴ ʽ ʘʣʛʝʙʨʘʾʯʥʠʭ ʬʫʥʢʮʽʡ, 
ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʥʦʛʦ ʘʧʘʨʘʪʫ ʢʘʥʦʥʽʯʥʠʭ ʬʦʨʤ ɾʦʨʜʘʥʘ [1]. 
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QUASI-PHI-FUNCTIONS FOR ANALYTICAL DESCRIPTION CONDITIONS OF 
NON-INTERSECTIONS OF COMPOUND OBJECTS IN THE PROBLEMS OF 
PLACING AND MODELING MOVEMENT OF MOVEMENTS OF PEOPLE 

The problems of optimal placement of objects are the subject of study of 
computational geometry, and methods of their solution are the direction of the theory of 
operations research. The placement tasks include packing and cutting tasks, which have a 
wide range of scientific and practical applications in powder metallurgy, in the mining 
industry for modeling the movement of bulk substances, at the analysis of structures of liquids 
and glass, in the problems of logistics for modeling of the optimal packing of goods, , in the 
problems of modeling individual movement people during their evacuation from buildings, 
etc. 

From the point of view of modeling methods, the above classes of application 
problems belong to the class of geometric design problems with a specific constraint system 
that is related to their geometric properties. This class of problems belongs to the class of 
NP-complexes, which are usually solved by heuristic algorithms. In order to develop efficient 
algorithms based on local and global optimization methods, it is necessary to build adequate 
mathematical models based on the analytical representation of the conditions of non-
intersection of objects, taking into account their continuous translations and rotations. 

One of the actual problem nowadays is the task of simulating the movement of the flow 
of people, which, at any given time, can be considered as placing people for specified 
constraints. The results of the analysis show that there is no model of individually current 
movement of people that is adequate to the real flow. When moving people in the stream are 
the following categories of motion: comfortable, calm, active, of high activity. When the 
movement category moves into the category of active movement with possible force actions, 
the density of flow increases, which leads to natural deformations of the human body. 

The paper proposes a model of the human body, taking into account its natural 
deformities, as a three-component model, which is a union of three non-rigidly bound ellipses. 
The main ellipse rotates continuously within the maneuverability angle relative to the main 
direction of movement, and the auxiliary ellipses can rotate within acceptable limits relative 
to the main one.For the analytical description of the conditions of non-intersections of three-
component objects, a modification of the quasi-phi-functions of compound objects is 
proposed, which is the basis of algorithms for modeling the current active movement of 
people and the packing of the considered class of objects.  

Keywords: placement, modeling, motion, human flow, three-component human body 
projection model, quasi-phi-function, compound objects. 

Постановка проблеми 
ɿʘʜʘʯʽ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʛʦ ʨʦʟʤʽʱʝʥʥʷ ʻ ʧʨʝʜʤʝʪʦʤ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʦʙʯʠʩʣʶʚʘʣʴʥʦʾ 

ʛʝʦʤʝʪʨʽʾ, ʘ ʤʝʪʦʜʠ ʾʭ ʨʦʟʚôʷʟʘʥʥʷ ï ʥʘʧʨʷʤʢʦʤ ʪʝʦʨʽʾ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʦʧʝʨʘʮʽʡ. ɼʦ ʟʘʜʘʯ 
ʨʦʟʤʽʱʝʥʥʷ ʚʽʜʥʦʩʷʪʴʩʷ ʟʘʜʘʯʽ ʫʧʘʢʦʚʢʠ ʪʘ ʨʦʟʢʨʦʶ, ʷʢʽ ʤʘʶʪʴ ʰʠʨʦʢʠʡ ʩʧʝʢʪʨ 
ʥʘʫʢʦʚʠʭ ʽ ʧʨʘʢʪʠʯʥʠʭ ʟʘʩʪʦʩʫʚʘʥʴ ʫ ʧʦʨʦʰʢʦʚʽʡ ʤʝʪʘʣʫʨʛʽʾ, ʛʽʨʥʠʯʦʜʦʙʫʚʥʽʡ 
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ʢʨʠʚʦ ,ʾ ʟʘʜʘʚʰʠ ʾ  ʾ ʧʦʣʦʞʝʥʥʷ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʘʤʠ ʚ ʨʫʭʦʤʽʡ ʩʠʩʪʝʤ  ̔ Орхрур. ʇʨʠ ʢʦʯʝʥʥ  ̔
ʧʣʦʩʢʦʛʦ ʢʦʥʪʫʨʫ ʚʦʥʘ ʨʫʭʘʻʪʴʩʷ ʨʘʟʦʤ ʽʟ ʥʠʤ  ̔ʙʫʜʴ-ʷʢʘ ʪʦʯʢʘ ʫ ʨʫʭʦʤʽʡ ʩʠʩʪʝʤʽ ʦʧʠʰʝ 
ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʫ ʪʨʘʻʢʪʦʨʽʶ. ʑʦʙ ʦʪʨʠʤʘʪʠ ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥ  ̔ ʨʽʚʥʷʥʥʷ ʮʽʻ  ʾ ʪʨʘʻʢʪʦʨʽ ,ʾ ʧʦʪʨʽʙʥʦ ʫ 
ʨʽʚʥʷʥʥʷʭ (6) ʩʪʘʣ  ̔ ʚʝʣʠʯʠʥʠ хА, уА (ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʠ ʪʦʯʢʠ А ʥʘ ʢʨʠʚʽʡ) ʟʘʤʽʥʠʪʠ 
ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥʠʤʠ ʨʽʚʥʷʥʥʷʤʠ х=х(t), у=у(t) ʩʘʤʦ  ʾ ʢʨʠʚʦ ,ʾ ʘ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʧʦʭʽʜʥʠʭ ʚ ʮʽʡ ʪʦʯʮʽ 
ʟʘʤʽʥʠʪʠ ʚʠʨʘʟʘʤʠ ʮʠʭ ʧʦʭʽʜʥʠʭ. ʇʽʩʣʷ ʮʴʦʛʦ ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥ  ̔ʨʽʚʥʷʥʥʷ (6) ʟʘʧʠʰʫʪʴʩʷ ʪʘʢ: 
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ʇʽʜʩʪʘʚʠʤʦ ʚ ʥʠʭ ʨʽʚʥʷʥʥʷ ʧʘʨʘʙʦʣʠ (7), ʾʾ ʧʨʦʭʽʜʥʠʭ (8)  ̔ʚʠʨʘʟ ʜʦʚʞʠʥʠ ʜʫʛʠ (9) ʽ 
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ʇʝʨʝʚʽʨʠʤʦ ʦʪʨʠʤʘʥ  ̔ ʨʽʚʥʷʥʥʷ (13). ʇʽʜʩʪʘʚʠʤʦ ʚ ʥʠʭ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʠ ʚʝʨʰʠʥʠ 

ʧʘʨʘʙʦʣʠ хА=0, уА=0. ɺ ʮʴʦʤʫ ʚʠʧʘʜʢʫ ʤʠ ʤʘʻʤʦ ʦʪʨʠʤʘʪʠ ʾʾ ʪʨʘʻʢʪʦʨʽʶ, ʷʢʘ ʫ ʚʠʛʣʷʜʽ 
ʪʦʯʢʦʚʦʛʦ ʨʷʜʫ ʟʦʙʨʘʞʝʥʘ ʥʘ ʨʠʩ. 2, ʙ. ɯʥʰʘ ʪʨʘʻʢʪʦʨʽʷ ʫ ʚʠʛʣʷʜ  ̔ ʪʦʯʢʦʚʦʛʦ ʨʷʜʫ 
ʧʦʙʫʜʦʚʘʥʘ ʜʣʷ ʚʝʨʭʥʴʦ  ʾ ʪʦʯʢʠ ʚʽʪʢʠ ʢʨʠʚʦ ,ʾ ʷʢʘ ʤʘʻ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʠ хА=5, уА=6,25. ʎ  ̔ ʢʨʠʚʽ 
ʧʦʙʫʜʦʚʘʥʦ ʫ ʚʠʛʣʷʜ  ̔ʩʫʮʽʣʴʥʠʭ ʣʽʥʽʡ ʟʘ ʨʽʚʥʷʥʥʷʤʠ (13) ʥʘ ʨʠʩ. 3, ʘ. 

ɺʽʜʦʤʦ, ʱʦ ʬʦʢʫʩ ʧʘʨʘʙʦʣʠ ʧʨʠ ʾ  ʾ ʢʦʯʝʥʥ  ̔ ʧʦ ʧʨʷʤʽʡ ʦʧʠʩʫʻ ʣʘʥʮʶʛʦʚʫ ʣʽʥʽʶ [4]. 
ʌʦʢʫʩ ʧʘʨʘʙʦʣʠ ʟʥʘʭʦʜʠʪʴʩʷ ʥʘ ʦʩ  ̔ ʩʠʤʝʪʨʽ  ʾ ʥʘ ʚʽʜʩʪʘʥ  ̔ 1/(4ʘ) ʚʽʜ ʚʝʨʰʠʥʠ. ʆʪʞʝ, 
ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʠ ʬʦʢʫʩʘ ʙʫʜʫʪʴ: хА=0, уА=1. ʅʘ ʨʠʩ. 3, ʙ ʟʘ ʨʽʚʥʷʥʥʷʤʠ (13) ʧʦʙʫʜʦʚʘʥʦ 
ʣʘʥʮʶʛʦʚʫ ʣʽʥʽʶ  ̔ʽʥʰ  ̔ʪʨʘʻʢʪʦʨʽʾ ʜʣʷ ʨʽʟʥʠʭ ʟʥʘʯʝʥʴ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʠ уА.  

 

            
а б 

Рис. 3. Траєкторії різних точок плоского контуру, окресленого по параболі,  
при його коченні по прямій: 

а) траєкторії вершини параболи (хА=0, уА=0) і точки на параболі (хА=5, уА=6,25); 
б) траєкторії точок параболи, розташованих на її осі симетрії ( в тому числі ланцюгова лінія 

при хА=0, уА=1). 
 
ʗʢʱʦ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʠ ʬʦʢʫʩʘ ʧʘʨʘʙʦʣʠ хА=0, уА=1/(4а) ʧʽʜʩʪʘʚʠʪʠ ʫ ʦʪʨʠʤʘʥ  ̔ʨʽʚʥʷʥʥʷ 

(13), ʪʦʜ  ̔ʧʽʩʣʷ ʩʧʨʦʱʝʥʴ ʦʜʝʨʞʠʤʦ ʥʘʩʪʫʧʥ  ̔ʚʠʨʘʟʠ: 
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ʈʽʚʥʷʥʥʷ (14) ʻ ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥʠʤʠ ʨʽʚʥʷʥʥʷʤʠ ʣʘʥʮʶʛʦʚʦ  ʾʣʽʥʽ .ʾ 

ПРИКЛАДНІ ПИТАННЯ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ Т. 3, № 1, 2020 

10.32782/2618-0340/2020.1-3.9
92



ʈʦʟʛʣʷʥʝʤʦ ʚʽʜʦʤʠʡ ʚʠʧʘʜʦʢ ʢʦʯʝʥʥʷ ʢʦʣʘ. ʁʦʛʦ ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥ  ̔ʨʽʚʥʷʥʥʷ ʪʘ ʧʦʭʽʜʥ  ̔
ʤʘʶʪʴ ʚʠʛʣʷʜ: 
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(15) 

ʇʽʜʩʪʘʚʠʤʦ ʚʠʨʘʟʠ (15) ʫ ʨʽʚʥʷʥʥʷ (12)  ̔ʦʪʨʠʤʘʻʤʦ: 
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ʗʢʱʦ ʪʦʯʢʘ А ʞʦʨʩʪʢʦ ʧʨʠʢʨʽʧʣʝʥʘ ʜʦ ʧʣʦʱʠʥʠ ʢʦʣʘ, ʪʦ ʧʨʠ ʡʦʛʦ ʢʦʯʝʥʥ  ̔ ʧʦ 
ʧʨʷʤʽʡ ʪʨʘʻʢʪʦʨʽʷʤʠ ʪʦʯʢʠ ʤʦʞʫʪʴ ʙʫʪʠ ʣʠʰʝ ʥʘʩʪʫʧʥ  ̔ʣʽʥʽʾ: ʧʨʷʤʘ (ʪʦʯʢʘ ʚ ʮʝʥʪʨ  ̔ʢʦʣʘ), 
ʮʠʢʣʦʾʜʘ (ʪʦʯʢʘ ʥʘ ʢʦʣʽ) ʚʢʦʨʦʯʝʥʘ ʮʠʢʣʦʾʜʘ (ʪʦʯʢʘ ʚʩʝʨʝʜʠʥ  ̔ʢʦʣʘ)  ̔ʧʦʜʦʚʞʝʥʘ ʮʠʢʣʦʾʜʘ 
(ʪʦʯʢʘ ʟʘ ʤʝʞʘʤʠ ʢʦʣʘ). ɺʩ  ̔ ʧʝʨʝʨʘʭʦʚʘʥ  ̔ ʣʽʥʽʾ ʤʦʞʥʘ ʧʦʙʫʜʫʚʘʪʠ ʧʨʠ ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʠʭ 
ʟʥʘʯʝʥʥʷʭ хА=const  ̔ уА =const. ʆʜʥʘʢ ʪʦʯʢʘ ʤʦʞʝ ʨʫʭʘʪʠʩʷ ʚ ʧʣʦʱʠʥ  ̔ ʢʦʣʘ ʧʨʠ ʡʦʛʦ 
ʢʦʯʝʥʥ  ̔ʧʦ ʧʨʷʤʽʡ. ɿʘʢʦʥ ʪʘʢʦʛʦ ʨʫʭʫ ʤʦʞʥʘ ʟʘʜʘʪʠ ʟʘʣʝʞʥʦʩʪʷʤʠ хА=хА(t)  ̔уА=уА(t). ʅʝʭʘʡ 
ʪʦʯʢʘ ʨʫʭʘʻʪʴʩʷ ʧʦ ʨʫʭʦʤʽʡ ʧʣʦʱʠʥ  ̔ ʢʦʣʘ ʚ ʨʘʜʽʘʣʴʥʦʤʫ ʥʘʧʨʷʤ ,̔ ʧʦʯʠʥʘʶʯʠ ʚʽʜ ʡʦʛʦ 
ʚʝʨʭʥʴʦ  ʾʪʦʯʢʠ. ʊʘʢʠʡ ʨʫʭ ʦʧʠʰʝʪʴʩʷ ʟʘʣʝʞʥʦʩʪʷʤʠ: хА=0, уА=ÑR+ωt, ʜʝ ω ï ʩʪʘʣʘ, ʚʽʜ ʷʢʦʾ 
ʟʘʣʝʞʠʪʴ ʰʚʠʜʢʽʩʪʴ ʨʫʭʫ. ʅʘ ʨʠʩ. 4, ʘ ʧʦʙʫʜʦʚʘʥʦ ʪʨʘʻʢʪʦʨʽʶ ʪʦʯʢʠ, ʷʢʘ ʨʫʭʘʻʪʴʩʷ ʚʽʜ 
ʮʝʥʪʨʘ ʢʦʣʘ (ʚʛʦʨʽ)  ̔ʜʦ ʡʦʛʦ ʮʝʥʪʨʘ (ʚʥʠʟʫ) ʧʨʠ R=5  ̔ω=0,5. 

а б в 
Рис. 4. Абсолютні траєкторії точки, яка здійснює відносне переміщення в площині кола 

радіуса R=5, що котиться по прямій: 
а) точка рухається в радіальному напрямі від центра кола (рис. вгорі) і до його центра (рис. 

внизу); 
б) точка рухається по колу в напрямі руху точки контакту кола з прямою при ω=2 (вгорі) і 

ω=3 (внизу); 
в) точка рухається по колу в протилежну сторону руху точки контакту кола з прямою при 

ω=−1 (вгорі) і ω=−2 (внизу). 

ɺʽʜʥʦʩʥʠʡ ʨʫʭ ʪʦʯʢʠ ʚ ʧʣʦʱʠʥ  ̔ ʢʦʣʘ ʤʦʞʥʘ ʪʘʢʦʞ ʟʘʜʘʪʠ ʟʘʣʝʞʥʦʩʪʷʤʠ хА=х ʽ 
уА=у, ʪʦʙʪʦ ʟʘʣʝʞʥʦʩʪʷʤʠ (15). ɺ ʪʘʢʦʤʫ ʚʠʧʘʜʢʫ ʟʛʽʜʥʦ ʨʽʚʥʷʥʴ (12) ʘʙʩʦʣʶʪʥʦʶ 
ʪʨʘʻʢʪʦʨʽʻʶ ʪʦʯʢʠ А ʙʫʜʝ ʧʨʷʤʘ ʣʽʥʽʷ, ʦʧʠʩʘʥʘ ʨʽʚʥʷʥʥʷʤʠ хкА=s, укА=0. ʎʝ ʦʟʥʘʯʘʻ, ʱʦ 
ʢʨʠʚʘ ʢʦʪʠʪʴʩʷ ʧʦ ʧʨʷʤʽʡ  ̔ʦʜʥʦʯʘʩʥʦ ʟ ʪʘʢʦʶ ʞ ʣʽʥʽʡʥʦʶ ʰʚʠʜʢʽʩʪʶ ʪʦʯʢʘ ʨʫʭʘʻʪʴʩʷ ʧʦ 
ʢʨʠʚʽʡ, ʪʦʙʪʦ ʚʦʥʘ ʥʝ ʚʽʜʨʠʚʘʻʪʴʩʷ ʚʽʜ ʪʦʯʢʠ ʢʦʥʪʘʢʪʫ ʢʨʠʚʦ  ʾ ʽʟ ʧʨʷʤʦʶ ʣʽʥʽʻʶ. ʆʜʥʘʢ 
ʪʦʯʢʘ ʧʦ ʢʨʠʚʽʡ ʤʦʞʝ ʨʫʭʘʪʠʩʷ ʚ ʦʜʥʫ ʘʙʦ ʧʨʦʪʠʣʝʞʥʫ ʩʪʦʨʦʥʫ ʽʟ ʨʽʟʥʠʤʠ ʰʚʠʜʢʦʩʪʷʤʠ. ɺ 
ʪʘʢʦʤʫ ʚʠʧʘʜʢʫ ʟʘʢʦʥ ʚʽʜʥʦʩʥʦʛʦ ʨʫʭʫ ʪʦʯʢʠ ʧʦ ʢʨʠʚʽʡ ʟʘʧʠʰʝʪʴʩʷ ʨʽʚʥʷʥʥʷʤʠ (15) ʽʟ 
ʚʚʝʜʝʥʥʷʤ ʩʪʘʣʦ  ʾ ω, ʚʽʜ ʟʥʘʢʘ ʷʢʦ  ʾ ʟʘʣʝʞʠʪʴ ʥʘʧʨʷʤ ʨʫʭʫ ʪʦʯʢʠ, ʘ ʚʽʜ ʚʝʣʠʯʠʥʠ - 
ʰʚʠʜʢʽʩʪʴ: 

sin;cos RytRx AA ωω == t . (17) 

ʇʽʜʩʪʘʚʠʤʦ (17) ʫ (16)  ̔ ʦʪʨʠʤʘʻʤʦ ʨʽʚʥʷʥʥʷ ʘʙʩʦʣʶʪʥʦ  ʾ ʪʨʘʻʢʪʦʨʽ  ʾ ʪʦʯʢʠ, ʱʦ 
ʨʫʭʘʻʪʴʩʷ ʧʦ ʢʦʣʫ, ʷʢʝ ʦʜʥʦʯʘʩʥʦ ʢʦʪʠʪʴʩʷ ʧʦ ʧʨʷʤʽʡ ʣʽʥʽʾ: 
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кA

кA

ωωω
ωωω

−−=−−=
−−=+−=

(18) 

ʇʨʠ ω=1 ʟʛʽʜʥʦ ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥʠʭ ʨʽʚʥʷʥʴ (18) ʘʙʩʦʣʶʪʥʦʶ ʪʨʘʻʢʪʦʨʽʻʶ ʙʫʜʝ ʧʨʷʤʘ 
ʣʽʥʽʷ. ʅʘ ʨʠʩ. 4, ʙ ʚʛʦʨ  ̔ ʧʦʙʫʜʦʚʘʥʘ ʘʙʩʦʣʶʪʥʘ ʪʨʘʻʢʪʦʨʽʷ ʧʨʠ ω=2, ʘ ʚʥʠʟʫ ï ʧʨʠ ω=3. 
ʆʪʞʝ, ʧʨʠ ʰʚʠʜʢʦʩʪ  ̔ʨʫʭʫ ʪʦʯʢʠ ʧʦ ʢʦʣʫ, ʚʜʚʽʯ  ̔ʙʽʣʴʰʽʡ ʟʘ ʰʚʠʜʢʽʩʪʴ ʪʦʯʢʠ ʢʦʥʪʘʢʪʫ ʢʦʣʘ 
ʽʟ ʧʨʷʤʦʶ, ʘʙʩʦʣʶʪʥʦʶ ʪʨʘʻʢʪʦʨʽʻʶ ʙʫʜʝ ʮʠʢʣʦʾʜʘ. ʗʢʱʦ ʞ ʰʚʠʜʢʽʩʪʴ ʪʦʯʢʠ ʟʨʦʩʪʘʻ (ʷʢ, 
ʥʘʧʨʠʢʣʘʜ, ʧʨʠ ω=3), ʪʦʜ  ̔ ʚ ʘʙʩʦʣʶʪʥʦ  ʾ ʪʨʘʻʢʪʦʨʽʾ ʟôʷʚʣʷʻʪʴʩʷ ʧʝʪʣʷ, ʪʦʙʪʦ ʚʦʥʘ ʩʪʘʻ 
ʧʦʜʽʙʥʦʶ ʜʦ ʧʦʜʦʚʞʝʥʦ  ʾʮʠʢʣʦʾʜʠ, ʘʣʝ ʥʝ ʻ ʥʝʶ (ʨʠʩ. 4, ʙ ʚʥʠʟʫ). ʅʘ ʨʠʩ. 4, ʚ ʧʦʙʫʜʦʚʘʥʽ 
ʘʙʩʦʣʶʪʥ  ̔ ʪʨʘʻʢʪʦʨʽʾ ʧʨʠ ʚʽʜôʻʤʥʠʭ ʟʥʘʯʝʥʥʷʭ ω. ɺ ʮʴʦʤʫ ʚʠʧʘʜʢʫ ʪʦʯʢʘ ʧʦ ʢʨʠʚʽʡ 
ʨʫʭʘʻʪʴʩʷ ʚ ʧʨʦʪʠʣʝʞʥʫ ʩʪʦʨʦʥʫ ʚʽʜ ʥʘʧʨʷʤʫ ʨʫʭʫ ʪʦʯʢʠ ʢʦʥʪʘʢʪʫ. ʇʨʠ ω=0 ʪʦʯʢʘ ʥʘ ʢʦʣʽ 
ʟʘʣʠʰʘʻʪʴʩʷ ʥʝʨʫʭʦʤʦʶ, ʪʦʤʫ ʨʽʚʥʷʥʥʷ (18) ʦʧʠʩʫʶʪʴ ʮʠʢʣʦʾʜʫ, ʫ ʷʢʦ  ʾ ʪʦʯʢʠ ʟʚʦʨʦʪʫ 
ʨʦʟʪʘʰʦʚʘʥ  ̔ʥʘ ʦʩ  ̔Ох ʥʘ ʚʽʜʤʽʥʫ ʚʽʜ ʮʠʢʣʦʾʜʠ, ʟʦʙʨʘʞʝʥʦ  ʾʥʘ ʨʠʩ. 4, ʙ ʚʛʦʨ .̔ 

ʇʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥ  ̔ ʨʽʚʥʷʥʥʷ (12) ʟʘʩʪʦʩʫʻʤʦ ʜʦ ʢʨʠʚʦ  ʾ ʧʣʦʩʢʦʛʦ ʢʦʥʪʫʨʫ, ʟʘʜʘʥʦʾ 
ʥʘʪʫʨʘʣʴʥʠʤ ʨʽʚʥʷʥʥʷʤ k=k(s), ʜʝ s ï ʥʝʟʘʣʝʞʥʘ ʟʤʽʥʥʘ ï ʜʦʚʞʠʥʘ ʜʫʛʠ ʢʨʠʚʦ .ʾ ʇʝʨʝʭʽʜ ʜʦ 
ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥʠʭ ʨʽʚʥʷʥʴ ʢʨʠʚʦ  ʾʟʜʽʡʩʥʶʻʪʴʩʷ ʟʘ ʥʘʩʪʫʧʥʠʤʠ ʚʠʨʘʟʘʤʠ: 

( ) ( ) .sin;cos ∫ ∫∫ ∫ == dskdsydskdsx (19) 

ʇʝʨʰ  ̔ʧʦʭʽʜʥ  ̔ʬʫʥʢʮʽʡ (19) ʟʘʧʠʰʫʪʴʩʷ: 

( ) ( )∫∫ =′=′ kdsykdsx sin;cos , (20) 

ʜʝ ϕ=∫ kds  ï ʢʫʪ ʧʦʚʦʨʦʪʫ ʢʨʠʚʦ  ʾʧʨʠ ʾʾ ʢʦʯʝʥʥ  ̔ʧʦ ʧʨʷʤʽʡ.

ʇʽʩʣʷ ʧʽʜʩʪʘʥʦʚʢʠ ʚʠʨʘʟʽʚ (19) ʪʘ ʾʭ ʧʦʭʽʜʥʠʭ (20) ʫ ʨʽʚʥʷʥʥʷ (12) ʦʪʨʠʤʘʻʤʦ: 

( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )
( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ).sincoscossin

;coscossinsin

∫∫ ∫∫∫ ∫
∫∫ ∫∫∫ ∫

−−−=

+−+−=

kdsdskdsxkdsdskdsyy

skdsdskdsxkdsdskdsyx

AAкА

AAкА (21) 

ʈʦʟʛʣʷʥʝʤʦ ʧʨʠʢʣʘʜ. ɿʘ ʢʨʠʚʫ ʧʣʦʩʢʦʛʦ ʢʦʥʪʫʨʫ ʚʽʟʴʤʝʤʦ ʣʘʥʮʶʛʦʚʫ ʣʽʥʽʶ, 
ʥʘʪʫʨʘʣʴʥʝ ʨʽʚʥʷʥʥʷ ʷʢʦ  ʾʤʘʻ ʚʠʛʣʷʜ: 

,22 sa
ak
+

=  (22) 

ʜʝ а ï ʩʪʘʣʘ ʚʝʣʠʯʠʥʘ. 

ɿʘ ʬʦʨʤʫʣʘʤʠ (19), (20) ʟʥʘʭʦʜʠʤʦ: 

( ) ( )sin;arcsinhcos 2∫ ∫∫ ∫ +==⋅== sadskdsy
a
sadskdsx 2 ; (23) 

( ) ( ) .sin;cos
2222 sa

skdsy
sa

akdsx
+

==′
+

==′ ∫∫  (24) 

ʇʽʩʣʷ ʧʽʜʩʪʘʥʦʚʢʠ ʚʠʨʘʟʽʚ (23), (24) ʫ ʬʦʨʤʫʣʠ (21) ʦʪʨʠʤʘʻʤʦ ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥʽ 
ʨʽʚʥʷʥʥʷ ʘʙʩʦʣʶʪʥʦ  ʾʪʨʘʻʢʪʦʨʽ  ʾ ʪʦʯʢʠ А, ʷʢʘ ʟʘʬʽʢʩʦʚʘʥʘ ʘʙʦ ʞ ʟʜʽʡʩʥʶʻ ʚʽʜʥʦʩʥʠʡ ʨʫʭ ʚ 
ʧʣʦʱʠʥ  ̔ʣʘʥʮʶʛʦʚʦ  ʾʣʽʥʽ ,ʾ ʱʦ ʢʦʪʠʪʴʩʷ ʧʦ ʧʨʷʤʽʡ: 
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(25) 

ʅʘ ʨʠʩ. 5 ʟʘ ʨʽʚʥʷʥʥʷʤʠ (25) ʧʦʙʫʜʦʚʘʥ  ̔ ʪʨʘʻʢʪʦʨʽʾ ʪʦʯʦʢ, ʱʦ ʥʘʣʝʞʘʪʴ ʧʣʦʱʠʥʽ 
ʣʘʥʮʶʛʦʚʦ  ʾʣʽʥʽ ,ʾ ʷʢʘ ʧʝʨʝʢʦʯʫʻʪʴʩʷ ʧʦ ʧʨʷʤʽʡ, ʧʨʠʯʦʤʫ ʮ  ̔ʪʦʯʢʠ ʨʦʟʪʘʰʦʚʘʥ  ̔ʷʢ ʥʘ ʩʘʤʽʡ 
ʢʨʠʚʽʡ (ʨʠʩ. 5, ʘ), ʪʘʢ  ̔ʧʦʟʘ ʾ  ʾʤʝʞʘʤʠ (ʨʠʩ. 5, ʙ). 

а б 
Рис. 5. Траєкторії різних точок плоского контуру, окресленого по ланцюговій лінії, при його коченні 

по прямій: 
а) траєкторії трьох точок, розташованих в нижній точці ланцюгової лінії та симетрично на 

кінцях зображених віток; 
б) траєкторії точок ланцюгової лінії, які лежать на кривій, а також розташовані на її осі 

симетрії. 

ʌʦʨʤʘ ʣʘʥʮʶʛʦʚʦ  ʾʣʽʥʽʾ ʧʝʚʥʠʤ ʯʠʥʦʤ ʧʦʜʽʙʥʘ ʜʦ ʬʦʨʤʠ ʧʘʨʘʙʦʣʠ. ʇʦʨʽʚʥʷʥʥʷ ʨʠʩ. 
5  ̔3 ʚʢʘʟʫʻ ʥʘ ʪʝ, ʱʦ ʪʨʘʻʢʪʦʨʽ  ʾʚʽʜʧʦʚʽʜʥʠʭ ʪʦʯʦʢ ʮʠʭ ʢʨʠʚʠʭ ʻ ʧʦʜʽʙʥʠʤʠ. ʅʘʧʨʷʤ ʨʫʭʫ 
ʦʢʨʝʤʦ  ʾ ʪʦʯʢʠ ʧʨʠ ʧʝʨʝʢʦʯʫʚʘʥʥ  ̔ ʢʦʥʪʫʨʫ ʥʘ ʨʠʩ. 5 ʧʦʟʥʘʯʝʥʦ ʩʪʨʽʣʢʘʤʠ. ʆʯʝʚʠʜʥʦ, ʱʦ 
ʧʨʠ ʟʤʽʥ  ̔ʥʘʧʨʷʤʫ ʧʝʨʝʢʦʯʫʚʘʥʥʷ ʪʨʘʻʢʪʦʨʽ  ʾ ʪʦʯʦʢ ʟʘʣʠʰʘʪʴʩʷ ʪ  ̔ʞ ʩʘʤ ,̔ ʧʨʦʩʪʦ ʧʦʪʨʽʙʥʦ 
ʟʘʤʽʥʠʪʠ ʥʘʧʨʷʤ ʩʪʨʽʣʦʢ ʥʘ ʧʨʦʪʠʣʝʞʥʠʡ. 

Висновки 
ɿʜʽʡʩʥʝʥʦ ʘʥʘʣʽʪʠʯʥʠʡ ʦʧʠʩ ʨʫʭʫ ʧʣʦʩʢʦʛʦ ʢʦʥʪʫʨʫ, ʦʢʨʝʩʣʝʥʦʛʦ ʢʨʠʚʦʶ ʣʽʥʽʻʶ, 

ʢʦʣʠ ʚʽʥ ʧʝʨʝʢʦʯʫʻʪʴʩʷ ʧʦ ʧʨʷʤʽʡ ʙʝʟ ʢʦʚʟʘʥʥʷ. ɺʠʚʝʜʝʥʦ ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥ  ̔ ʨʽʚʥʷʥʥʷ 
ʪʨʘʻʢʪʦʨʽ  ʾʪʦʯʢʠ, ʷʢʘ ʨʫʭʘʻʪʴʩʷ ʨʘʟʦʤ ʽʟ ʧʣʦʩʢʠʤ ʢʦʥʪʫʨʦʤ. ʊʦʯʢʘ ʤʦʞʝ ʙʫʪʠ ʥʝʨʫʭʦʤʦʶ 
ʧʦ ʚʽʜʥʦʰʝʥʥʶ ʜʦ ʨʫʭʦʤʦ  ʾ ʩʠʩʪʝʤʠ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ, ʧʨʠʚôʷʟʘʥʦ  ʾ ʜʦ ʨʫʭʦʤʦʛʦ ʢʦʥʪʫʨʫ, ʘʙʦ ʞ 
ʟʜʽʡʩʥʶʚʘʪʠ ʚ ʨʫʭʦʤʽʡ ʩʠʩʪʝʤ  ̔ʟʘʜʘʥʝ ʧʝʨʝʤʽʱʝʥʥʷ. ɺ ʧʝʨʰʦʤʫ ʚʠʧʘʜʢʫ ʧʦʣʦʞʝʥʥʷ ʪʦʯʢʠ 
ʟʘʜʘʻʪʴʩʷ ʜʚʦʤʘ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʘʤʠ, ʚ ʜʨʫʛʦʤʫ ï ʜʚʦʤʘ ʟʘʣʝʞʥʦʩʪʷʤʠ. ʗʢʱʦ ʧʦʣʦʞʝʥʥʷ ʪʦʯʢʠ 
ʚ ʨʫʭʦʤʽʡ ʩʠʩʪʝʤ  ̔ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ʟʘʜʘʻʪʴʩʷ ʟʘʣʝʞʥʦʩʪʷʤʠ ʫ ʬʫʥʢʮʽʾ ʥʝʟʘʣʝʞʥʦ  ʾ ʟʤʽʥʥʦʾ 
ʚʠʭʽʜʥʦ  ʾʢʨʠʚʦ ,ʾ ʪʦ ʪʦʯʢʘ ʟʜʽʡʩʥʶʻ ʩʢʣʘʜʥʠʡ ʨʫʭ. ɸʙʩʦʣʶʪʥʦʶ ʪʨʘʻʢʪʦʨʽʻʶ ʪʦʯʢʠ ʻ ʩʫʤʘ 
ʚʽʜʥʦʩʥʦʛʦ ʨʫʭʫ ʧʦ ʚʽʜʥʦʰʝʥʥʶ ʜʦ ʨʫʭʦʤʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ  ̔ ʧʝʨʝʥʦʩʥʦʛʦ ʨʫʭʫ 
ʧʣʦʩʢʦʛʦ ʢʦʥʪʫʨʫ. ʅʘʚʝʜʝʥʦ ʧʨʠʢʣʘʜʠ ʧʦʙʫʜʦʚʠ ʪʨʘʻʢʪʦʨʽʡ ʜʣʷ ʧʝʨʝʢʦʯʫʚʘʥʥʷ ʧʘʨʘʙʦʣʠ ʽ 
ʣʘʥʮʶʛʦʚʦ  ʾ ʣʽʥʽʾ, ʘ ʪʘʢʦʞ ʟʜʽʡʩʥʝʥʦ ʧʝʨʝʚʽʨʢʫ ʦʪʨʠʤʘʥʠʭ ʨʽʚʥʷʥʴ ʜʣʷ ʚʽʜʦʤʦʛʦ ʚʠʧʘʜʢʫ 
ʧʝʨʝʢʦʯʫʚʘʥʥʷ ʢʦʣʘ. 
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ʋɼʂ 004.738.5 
ɺ.ʇ. ʃʗʐɽʅʂʆ, ɺ.ɺ. ʊɽʈɽʑɽʅʂʆ 

ʂʨʝʤʝʥʯʫʮʴʢʠʡ ʥʘʮʽʦʥʘʣʴʥʠʡ ʫʥʽʚʝʨʩʠʪʝʪ ʽʤʝʥʽ ʄʠʭʘʡʣʘ ʆʩʪʨʦʛʨʘʜʩʴʢʦʛʦ 

ДОСЛІДЖЕННЯ ПЕРСПЕКТИВ ВИКОРИСТАННЯ ТА ПРИНЦИПІВ 
ПОБУДОВИ МУЛЬТИАГЕНТНОЇ ПОШУКОВОЇ СИСТЕМИ 

У роботі досліджено принципи функціонування систем інформаційного пошуку 
та, зокрема, мультиагентної пошукової системи. Відповідно, проаналізовано ряд 
наукових досліджень у сфері інформаційного пошуку. В ході дослідження встановлено 
перспективність використання мультиагентності стосовно вдосконалення пошукових 
методів та, зокрема, при побудові систем інформаційного пошуку. Були визначені 
переваги побудови розподіленої мультиагентної пошукової системи в порівнянні з 
централізованими системами пошуку. Також наголошено, що організація 
мультиагентного пошуку дозволяє об’єднати в собі різні підходи до вирішення 
завдання інтелектуалізації та персоналізації пошукової видачі. 

Ключові слова: пошукова оптимізація, пошукова система, пошукова видача, 
інформаційний пошук. 

ɺ.ʇ. ʃʗʐɽʅʂʆ, ɺ.ɺ. ʊɽʈɽʑɽʅʂʆ 
ʂʨʝʤʝʥʯʫʛʩʢʠʡ ʥʘʮʠʦʥʘʣʴʥʳʡ ʫʥʠʚʝʨʩʠʪʝʪ ʠʤʝʥʠ ʄʠʭʘʠʣʘ ʆʩʪʨʦʛʨʘʜʩʢʦʛʦ 

ИССЛЕДОВАНИЕ ПЕРСПЕКТИВ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ И ПРИНЦИПОВ 
ПОСТРОЕНИЯ МУЛЬТИАГЕНТНОЙ ПОИСКОВОЙ СИСТЕМЫ 

В работе исследованы принципы функционирования систем информационного 
поиска и, в частности, мультиагентной поисковой системы. Соответственно, 
проанализирован ряд научных исследований в области информационного поиска. В ходе 
исследования установлено перспективность использования мультиагентности в 
рамках усовершенствования поисковых методов и, в частности, при построении 
систем информационного поиска. Были определены преимущества построения 
распределенной мультиагентной поисковой системы по сравнению с 
централизованными системами поиска. Также отмечено, что организация 
мультиагентного поиска позволяет объединить в себе различные подходы к решению 
задачи интеллектуализации и персонализации поисковой выдачи. 

Ключевые слова: поисковая оптимизация, поисковая система, поисковая 
выдача, информационный поиск. 

V.P. LYASHENKO, V.V. TERESHCHENKO
Kremenchuk Mykhaylo Ostrohradskiy National University, Ukraine 

INVESTIGATION OF USAGE PROSPECTS AND PRINCIPLES OF 
MULTI-AGENT SEARCH ENGINE CONSTRUCTION 

In conditions of the information society development, there is one of the most 
important tasks remains - to solve the problem of effective search and collection of the 
information. This is crucially important due to a growing diversity of information sources 
focused on developing different areas of human activities. Thus, there is a demand for new 
methods to ensure the effective information search. 

In this paper, the principles of functioning of information search systems and, in 
particular, of multiagent search engine was analyzed. Accordingly, a number of scientific 
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works in the field of information search have been analyzed. During the analysis of the 
principles of the functioning of information search systems and the lot of scientific research in 
the field of information search, the prospect of using the distributed multiagent system in the 
framework of the improvement of search methods was established and the feasibility of using 
it to improve the accuracy of document evaluation was emphasized. The study established the 
prospect of using multiagency in the improvement of search methods, and in particular, in the 
construction of information search systems. The advantages of building a distributed multi-
agent search engine over centralized search systems were identified. It is also emphasized 
that multi-agent search can combine different approaches to solve the problem of search 
engine intellectualization and personalization. 

It was summarized that using the methodology of building a distributed multiagent 
system in the framework of improving search methods and, in particular, in the construction 
of information search systems, it is possible to ensure that the search engine first finds 
documents containing the necessary information. In addition, the basic principles of 
construction for the development of multiagent structure within the organization of 
information search were highlighted. 

The findings and suggestions of this study can be used in research and teaching. In 
particular, the results obtained from this study can be used to further analyze and refine 
information search methods. 

Keywords: search engine optimization, search engine, search engine results, 
information search. 

 
Постановка проблеми 

ʇʨʦʙʣʝʤʘ ʜʦʩʢʦʥʘʣʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ ʽ ʟʙʦʨʫ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʾ, ʷʢʘ ʤʦʞʝ ʚʠʥʠʢʘʪʠ ʧʨʠ 
ʚʠʨʽʰʝʥʥʽ ʚʘʞʣʠʚʠʭ ʟʘʚʜʘʥʴ, ʟʘʣʠʰʘʻʪʴʩʷ ʚʽʜʢʨʠʪʦʶ ʚʧʨʦʜʦʚʞ ʜʝʩʷʪʠʣʽʪʴ. ʎʝ 
ʟʫʤʦʚʣʝʥʦ ʬʝʥʦʤʝʥʦʤ ʩʪʨʽʤʢʦʛʦ ʧʝʨʝʥʘʩʠʯʝʥʥʷ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʨʦʩʪʦʨʫ [1]. ɺ 
ʩʫʯʘʩʥʠʭ ʫʤʦʚʘʭ ʨʦʟʚʠʪʢʫ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʠʭ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʡ ʪʘ ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ ʤʘʰʠʥ ʚʠʥʠʢʘʻ 
ʧʦʪʨʝʙʘ ʫ ʥʦʚʠʭ ʤʝʪʦʜʘʭ ʟʘʙʝʟʧʝʯʝʥʥʷ ʝʬʝʢʪʠʚʥʦʛʦ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ. ʑʦʙ 
ʟʘʙʝʟʧʝʯʠʪʠ ʧʽʜʪʨʠʤʢʫ ʦʙʨʦʙʢʠ ʟʥʘʯʥʠʭ ʦʙôʻʤʽʚ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʾ ʚʩʽ ʩʫʯʘʩʥʽ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦ-
ʧʦʰʫʢʦʚʽ ʩʠʩʪʝʤʠ ʧʦʚʠʥʥʽ ʙʫʪʠ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʠʤʠ.  

ʉʫʯʘʩʥʘ ʧʦʰʫʢʦʚʘ ʤʘʰʠʥʘ ʟʜʘʪʥʘ ʚʜʦʩʢʦʥʘʣʶʚʘʪʠʩʷ ʚ ʨʽʟʥʠʭ ʥʘʧʨʷʤʢʘʭ: 
ʟôʷʚʣʷʶʪʴʩʷ ʥʦʚʽ ʯʠʥʥʠʢʠ ʨʘʥʞʫʚʘʥʥʷ ʘʙʦ ʟʤʽʥʶʻʪʴʩʷ ʾʭ ʧʨʽʦʨʠʪʝʪ, ʟʤʽʥʶʻʪʴʩʷ ʬʦʨʤʘʪ 
ʚʟʘʻʤʦʜʽʾ ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʘʨʽʶ ʧʦʰʫʢʫ ʟ ʢʦʨʠʩʪʫʚʘʯʝʤ, ʧʦʩʠʣʶʶʪʴʩʷ ʚʠʤʦʛʠ ʜʦ ʷʢʦʩʪʽ 
ʧʦʙʫʜʦʚʠ ʩʘʡʪʽʚ, ʘ ʪʘʢʦʞ ʟôʷʚʣʷʶʪʴʩʷ ʥʦʚʽ ʩʝʨʚʽʩʠ, ʱʦ ʩʧʨʦʱʫʶʪʴ ʧʦʰʫʢ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʾ 
[1]. ɺʽʜʧʦʚʽʜʥʦ, ʚʠʤʦʛʠ ʜʦ ʰʚʠʜʢʦʩʪʽ ʧʦʰʫʢʫ, ʘʢʪʫʘʣʴʥʦʩʪʽ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʾ ʟ ʢʦʞʥʠʤ ʜʥʝʤ 
ʟʨʦʩʪʘʶʪʴ, ʱʦ, ʚ ʩʚʦʶ ʯʝʨʛʫ, ʚʧʣʠʚʘʻ ʥʘ ʨʦʟʨʦʙʢʫ ʤʝʪʦʜʽʚ ʪʘ ʘʣʛʦʨʠʪʤʽʚ ʧʦʰʫʢʫ ʽ 
ʧʦʜʘʥʥʷ ʜʘʥʠʭ.  

ʅʝ ʜʠʚʣʷʯʠʩʴ ʥʘ ʪʝ, ʱʦ ʥʘ ʩʴʦʛʦʜʥʽʰʥʽʡ ʜʝʥʴ ʽʩʥʫʻ ʟʥʘʯʥʘ ʢʽʣʴʢʽʩʪʴ ʤʝʪʦʜʽʚ ʪʘ 
ʘʣʛʦʨʠʪʤʽʚ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ, ʥʝʧʝʨʝʨʚʥʠʡ ʨʦʟʚʠʪʦʢ ʮʽʻʾ ʛʘʣʫʟʽ ʚʠʤʘʛʘʻ 
ʧʦʩʪʽʡʥʦʛʦ ʧʦʢʨʘʱʝʥʥʷ ʽʩʥʫʶʯʠʭ ʤʝʪʦʜʽʚ ʪʘ ʨʦʟʨʦʙʢʫ ʷʢʽʩʥʦ ʥʦʚʠʭ ʧʽʜʭʦʜʽʚ ʜʦ ʥʴʦʛʦ. 
ʊʦʤʫ ʧʨʦʙʣʝʤʘ ʚʜʦʩʢʦʥʘʣʝʥʥʷ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ ʻ ʘʢʪʫʘʣʴʥʦʶ. 

 
Аналіз останніх досліджень і публікацій 

ʗʢ ʚʽʜʦʤʦ, ʧʽʜ ʧʦʥʷʪʪʷʤ çʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʠʡ ʧʦʰʫʢè ʨʦʟʫʤʽʶʪʴ ʧʨʦʮʝʩ ʚʽʜʰʫʢʘʥʥʷ 
ʩʝʨʝʜ ʜʝʷʢʦʾ ʤʥʦʞʠʥʠ ʪʝʢʩʪʽʚ (ʜʦʢʫʤʝʥʪʽʚ) ʪʘʢʠʭ, ʷʢʽ ʧʨʠʩʚʷʯʝʥʽ ʩʘʤʝ ʟʘʟʥʘʯʝʥʽʡ ʚ 
ʧʦʰʫʢʦʚʦʤʫ ʟʘʧʠʪʽ ʪʝʤʽ, ʘʙʦ ʤʽʩʪʷʪʴ ʧʦʪʨʽʙʥʽ ʢʦʨʠʩʪʫʚʘʯʝʚʽ ʬʘʢʪʠ ʯʠ ʚʽʜʦʤʦʩʪʽ. ʇʦʰʫʢ 
ʤʦʞʝ ʟʜʽʡʩʥʶʚʘʪʠʩʷ ʷʢ ʚʨʫʯʥʫ, ʪʘʢ ʽ ʟʘ ʜʦʧʦʤʦʛʦʶ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦ-ʧʦʰʫʢʦʚʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ ʟ 
ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷʤ ʟʘʩʦʙʽʚ ʘʚʪʦʤʘʪʠʟʘʮʽʾ. 

ʇʨʦʙʣʝʤʘʤ ʦʨʛʘʥʽʟʘʮʽʾ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ ʙʫʣʦ ʧʨʠʩʚʷʯʝʥʦ ʙʘʛʘʪʦ 
ʥʘʫʢʦʚʠʭ ʧʨʘʮʴ. ɿʦʢʨʝʤʘ, ʜʝʷʢʽ ʪʝʦʨʝʪʠʯʥʽ ʘʩʧʝʢʪʠ ʙʫʣʦ ʨʦʟʛʣʷʥʫʪʦ ʚ ʧʫʙʣʽʢʘʮʽʷʭ ʷʢ 
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ʚʽʪʯʠʟʥʷʥʠʭ, ʪʘʢ ʽ ʟʘʢʦʨʜʦʥʥʠʭ ʜʦʩʣʽʜʥʠʢʽʚ: ɸʰʤʘʥʦʚʘ ɯ.ʉ. [1], ʂʦʣʽʩʥʠʯʝʥʢʘ ɼ.ʄ. [2], 
ʂʣʠʤʯʫʢʘ ʉ.ʆ. [3], ʂʨʦʭʽʥʘ ʆ.ɯ. [4], ʄʘʥʥʽʥʛʘ ʂ.ɼ. [5], ʋʨʚʘʯʦʚʘ ɺ.ɸ [7], ʐʦʢʽʥʘ ʖ.ɯ. 
[8]. 

ʊʘʢ, ʥʘʧʨʠʢʣʘʜ, ʚ ʢʥʠʟʽ ɯ.ʉ. ɸʰʤʘʥʦʚʘ [1] ʫʟʘʛʘʣʴʥʝʥʦ ʜʦʩʚʽʜ ʚʽʜʦʤʠʭ ʬʘʭʽʚʮʽʚ, 
SEO-ʧʨʦʬʝʩʽʦʥʘʣʽʚ; ʦʩʦʙʣʠʚʦʾ ʫʚʘʛʠ ʚ ʮʽʡ ʢʥʠʟʽ ʟʘʩʣʫʛʦʚʫʻ ʘʥʘʣʽʟ ʧʨʠʥʮʠʧʽʚ ʨʦʙʦʪʠ 
ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ ʩʠʩʪʝʤ. ʍʦʯʘ ʘʚʪʦʨʦʤ ʙʫʣʦ ʚʠʩʚʽʪʣʝʥʦ ʟʘʛʘʣʴʥʫ ʘʨʭʽʪʝʢʪʫʨʫ ʩʠʩʪʝʤ 
ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ ʪʘ ʥʘʛʦʣʦʰʝʥʦ ʥʘ ʚʘʞʣʠʚʦʩʪʽ ʩʝʤʘʥʪʠʯʥʦʾ ʩʢʣʘʜʦʚʦʾ ʫ ʨʘʤʢʘʭ 
ʦʨʛʘʥʽʟʘʮʽʾ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ, ʧʠʪʘʥʥʷ ʦʨʛʘʥʽʟʘʮʽʾ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʦʥʛʦ ʧʦʰʫʢʫ ʥʝ 
ʙʫʣʦ ʨʦʟʛʣʷʥʫʪʦ ʜʦʩʪʘʪʥʴʦʶ ʤʽʨʦʶ ʚ ʜʘʥʽʡ ʧʫʙʣʽʢʘʮʽʾ 

ɼ.ʄ. ʂʦʣʽʩʥʠʯʝʥʢʦʤ [2] ʜʦʢʣʘʜʥʦ ʦʧʠʩʘʥʽ ʘʣʛʦʨʠʪʤʠ ʨʦʙʦʪʠ ʽ ʤʝʪʦʜʠ 
ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷ ʥʘʡʙʽʣʴʰ ʧʦʧʫʣʷʨʥʠʭ ʩʴʦʛʦʜʥʽ ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ ʤʘʰʠʥ ɯʥʪʝʨʥʝʪʫ: Google, 
ʗʥʜʝʢʩ ʪʘ ʈʘʤʙʣʝʨ. ʅʝʟʚʘʞʘʶʯʠ ʥʘ ʪʝ, ʱʦ ʘʚʪʦʨ ʨʦʟʧʦʚʽʜʘʻ ʧʨʦ ʩʧʦʩʦʙʠ ʨʦʟʨʦʙʢʠ 
ʚʣʘʩʥʠʭ Google-ʜʦʜʘʪʢʽʚ (ʦʩʦʙʠʩʪʠʭ ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ ʤʘʰʠʥ, ʩʪʚʦʨʝʥʠʭ ʥʘ ʙʘʟʽ 
ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʘʣʴʥʠʭ ʟʘʩʦʙʽʚ Google), ʧʨʠʥʮʠʧʠ ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʦʛʦ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ 
ʨʦʟʛʣʷʥʫʪʽ ʜʦʩʠʪʴ ʧʦʚʝʨʭʥʝʚʦ.  

ʋ ʩʚʦʽʡ ʨʦʙʦʪʽ [3] ʉ.ʆ. ʂʣʠʤʯʫʢʦʤ ʧʦʷʩʥʶʶʪʴʩʷ ʚʘʞʣʠʚʽ, ʟ ʪʦʯʢʠ ʟʦʨʫ 
ʜʦʩʣʽʜʥʠʢʘ, ʧʨʠʥʮʠʧʠ ʦʨʛʘʥʽʟʘʮʽʾ ʧʨʝʮʝʜʝʥʪʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ (Case-BasedReasoningSystem). 
ɿʦʢʨʝʤʘ, ʧʨʦʘʥʘʣʽʟʦʚʘʥʦ ʧʝʨʝʚʘʛʠ ʤʝʪʦʜʠʢʠ ʧʨʝʮʝʜʝʥʪʽʚ ʫ ʨʘʤʢʘʭ ʩʪʚʦʨʝʥʥʷ 
ʽʥʪʝʣʝʢʪʫʘʣʴʥʠʭ ʟʘʩʦʙʽʚ ʧʽʜʪʨʠʤʢʠ ʧʨʠʡʥʷʪʪʷ ʨʽʰʝʥʴ. ʇʫʙʣʽʢʘʮʽʷ ʟʘʩʣʫʛʦʚʫʻ ʫʚʘʛʠ, ʟ 
ʫʨʘʭʫʚʘʥʥʷʤ ʤʦʞʣʠʚʦʩʪʽ ʟʘʩʪʦʩʫʚʘʥʥʷ ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʦʾ ʤʝʪʦʜʠʢʠ ʜʣʷ ʧʦʙʫʜʦʚʠ 
ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʦʾ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ.  

ɺʨʘʭʦʚʫʶʯʠ ʪʝ, ʱʦ ʨʦʙʦʪʘ ʆ.ɯ. ʂʨʦʭʽʥʦʾ [4] ʦʨʽʻʥʪʦʚʘʥʘ ʥʘ SEO-ʢʦʧʽʨʘʡʪʝʨʽʚ, 
ʽʥʪʝʨʥʝʪ-ʤʘʨʢʝʪʦʣʦʛʽʚ, ʬʘʭʽʚʮʽʚ ʟ ʧʦʰʫʢʦʚʦʾ ʦʧʪʠʤʽʟʘʮʽʾ, ʚʝʙ-ʤʘʡʩʪʨʽʚ ʽ ʚʣʘʩʥʠʢʽʚ 
ʩʘʡʪʽʚ, ʩʣʽʜ ʟʘʟʥʘʯʠʪʠ, ʱʦ ʫ ʥʽʡ ʨʦʟʛʣʷʜʘʶʪʴʩʷ ʟʘʛʘʣʴʥʽ ʧʨʠʥʰʠʧʠ ʨʦʙʦʪʠ ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ 
ʘʣʛʦʨʠʪʤʽʚ ʽ, ʟʦʢʨʝʤʘ, ʨʦʟʢʨʠʪʦ ʦʩʥʦʚʥʽ ʟʘʚʜʘʥʥʷ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ.  

ʅʝʟʚʘʞʘʶʯʠ ʥʘ ʪʝ ʱʦ ʨʦʙʦʪʫ ʂ.ɼ. ʄʘʥʥʽʥʛʘ [5] ʟʘʜʫʤʘʥʦ ʷʢ ʚʩʪʫʧʥʠʡ ʢʫʨʩ ʟ 
ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ; ʚ ʥʽʡ ʧʦʨʷʜ ʟ ʢʣʘʩʠʯʥʠʤ ʧʦʰʫʢʦʤ ʨʦʟʛʣʷʜʘʶʪʴʩʷ ʚʝʙ-ʧʦʰʫʢ, 
ʧʨʠʥʮʠʧʠ ʨʦʙʦʪʠ ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ ʤʝʭʘʥʽʟʤʽʚ, ʘ ʪʘʢʦʞ ʢʣʘʩʠʬʽʢʘʮʽʷ ʪʘ ʢʣʘʩʪʝʨʠʟʘʮʽʷ ʪʝʢʩʪʽʚ. 
ɸʚʪʦʨʦʤ ʙʫʣʘ ʟʜʽʡʩʥʝʥʘ ʩʧʨʦʙʘ ʦʭʘʨʘʢʪʝʨʠʟʫʚʘʪʠ ʧʨʠʥʮʠʧʠ ʧʦʙʫʜʦʚʠ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʦʾ 
ʧʦʰʫʢʦʚʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ, ʦʜʥʘʢ ʘʚʪʦʨʦʤ ʙʫʣʦ ʨʦʟʛʣʷʥʫʪʦ ʜʘʥʝ ʧʠʪʘʥʥʷ ʣʠʰʝ ʟ ʪʦʯʢʠ ʟʦʨʫ 
ʮʝʥʪʨʘʣʽʟʦʚʘʥʦʾ (ʘ ʥʝ ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʦʾ) ʩʪʨʫʢʪʫʨʠ. ʆʢʨʽʤ ʮʴʦʛʦ, ʫ ʢʥʠʟʽ ʤʽʩʪʠʪʴʩʷ 
ʘʢʪʫʘʣʴʥʠʡ (ʥʘ ʤʦʤʝʥʪ ʧʫʙʣʽʢʘʮʽʾ) ʚʠʢʣʘʜ ʚʩʽʭ ʘʩʧʝʢʪʽʚ ʧʨʦʝʢʪʫʚʘʥʥʷ ʪʘ ʨʝʘʣʽʟʘʮʽʾ 
ʩʠʩʪʝʤ ʟʙʦʨʫ, ʽʥʜʝʢʩʫʚʘʥʥʷ ʪʘ ʧʦʰʫʢʫ ʜʦʢʫʤʝʥʪʽʚ, ʤʝʪʦʜʽʚ ʦʮʽʥʢʠ ʪʘʢʠʭ ʩʠʩʪʝʤ, ʘ 
ʪʘʢʦʞ ʚʚʝʜʝʥʥʷ ʚ ʤʝʪʦʜʠ ʤʘʰʠʥʥʦʛʦ ʥʘʚʯʘʥʥʷ.  

ɺʘʨʪʫ ʫʚʘʛʠ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʶ, ʟ ʪʦʯʢʠ ʟʦʨʫ ʜʦʩʣʽʜʥʠʢʘ, ʤʽʩʪʠʪʴ ʩʪʘʪʪʷ  
ɺ.ɸ. ʋʨʚʘʯʦʚʦʾ. ʋ ʨʦʙʦʪʽ [8] ʚʯʝʥʦʾ ʥʘʚʦʜʠʪʴʩʷ ʢʦʨʦʪʢʠʡ ʦʛʣʷʜ ʩʫʯʘʩʥʠʭ ʤʝʪʦʜʽʚ ʪʘ 
ʘʣʛʦʨʠʪʤʽʚ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ. ɺ ʦʛʣʷʜ ʪʘʢʦʞ ʚʢʣʶʯʝʥʽ ʢʣʘʩʠʯʥʽ ʘʣʛʦʨʠʪʤʠ, ʷʢʽ 
ʧʦʢʣʘʜʝʥʽ ʚ ʦʩʥʦʚʫ ʩʫʯʘʩʥʠʭ ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ ʤʝʪʦʜʽʚ. ʆʢʨʝʤʦʾ ʫʚʘʛʠ ʟʘʩʣʫʛʦʚʫʶʪʴ ʟʨʦʙʣʝʥʽ 
ʥʝʶ ʚʠʩʥʦʚʢʠ ʱʦʜʦ ʧʝʨʩʧʝʢʪʠʚʥʦʩʪʽ ʟʘʩʪʦʩʫʚʘʥʥʷ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʡ ʽʥʪʝʣʝʢʪʫʘʣʴʥʠʭ ʘʛʝʥʪʽʚ 
ʜʣʷ ʧʦʰʫʢʫ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʾ. ɼʘʥʽ ʚʠʩʥʦʚʢʠ ʚʘʨʪʽ ʫʚʘʛʠ ʟ ʦʛʣʷʜʫ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʧʨʠʥʮʠʧʽʚ 
ʧʦʙʫʜʦʚʠ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʦʾ ʧʦʰʫʢʦʚʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ ʽ, ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʦ, ʦʛʣʷʜʫ ʥʝʦʙʭʽʜʥʦʾ ʘʛʝʥʪʥʦʾ 
ʩʪʨʫʢʪʫʨʠ. 

ɿ ʫʨʘʭʫʚʘʥʥʷʤ ʜʘʚʥʦʩʪʽ ʚʠʢʣʘʜʝʥʦʾ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʾ, ʩʣʽʜ ʟʘʟʥʘʯʠʪʠ, ʱʦ ʚ ʤʦʥʦʛʨʘʬʽʾ 
ʖ.ɯ. ʐʦʢʽʥʘ [9] ʜʝʪʘʣʴʥʦ ʨʦʟʛʣʷʥʫʪʦ ʟʘʛʘʣʴʥʽ ʘʩʧʝʢʪʠ ʨʦʟʨʦʙʢʠ ʪʘ ʩʪʚʦʨʝʥʥʷ 
ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦ-ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ ʩʠʩʪʝʤ. ɿʦʢʨʝʤʘ, ʥʘʚʦʜʠʪʴʩʷ ʜʦʢʣʘʜʥʠʡ ʚʠʢʣʘʜ ʤʦʜʝʣʝʡ, 
ʩʪʨʫʢʪʫʨ ʽ ʘʣʛʦʨʠʪʤʽʚ, ʱʦ ʦʧʠʩʫʶʪʴ ʦʢʨʝʤʽ ʨʽʟʥʦʚʠʜʠ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦ-ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ 
ʩʠʩʪʝʤ. ɿʘʩʣʫʛʦʚʫʶʪʴ ʫʚʘʛʠ ʨʦʟʢʨʠʪʽ ʘʚʪʦʨʦʤ ʧʝʨʩʧʝʢʪʠʚʠ ʥʘʧʨʷʤʫ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ 
ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ ʧʨʠ ʦʨʛʘʥʽʟʘʮʽʾ ʧʦʰʫʢʫ.  

ʆʯʝʚʠʜʥʦ, ʱʦ ʧʨʦʙʣʝʤʘ ʰʠʨʦʢʦ ʦʙʛʦʚʦʨʶʻʪʴʩʷ ʥʘʫʢʦʚʠʤ ʩʧʽʚʪʦʚʘʨʠʩʪʚʦʤ. 
ʆʜʥʘʢ, ʙʽʣʴʰʽʩʪʴ ʟ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʴ ʘʙʦ ʟʦʩʝʨʝʜʞʝʥʽ ʥʘ ʽʥʰʠʭ ʘʩʧʝʢʪʘʭ ʚʜʦʩʢʦʥʘʣʝʥʥʷ 
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ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ, ʘʙʦ ʥʘʜʘʶʪʴ ʣʠʰʝ ʧʦʚʝʨʭʥʝʚʽ ʚʠʩʥʦʚʢʠ ʱʦʜʦ ʧʝʨʩʧʝʢʪʠʚ 
ʧʦʙʫʜʦʚʠ ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʦʾ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʦʾ ʧʦʰʫʢʦʚʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ. ʗʢ ʙʘʯʠʤʦ, ʧʦʧʨʠ ʟʥʘʯʥʫ 
ʢʽʣʴʢʽʩʪʴ ʧʫʙʣʽʢʘʮʽʡ ʜʦʩʣʽʜʥʠʢʽʚ, ʧʨʦʙʣʝʤʘ ʚʜʦʩʢʦʥʘʣʝʥʥʷ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ ʪʘ, 
ʟʦʢʨʝʤʘ, ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʧʝʨʩʧʝʢʪʠʚ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʦʾ ʩʪʨʫʢʪʫʨʠ ʥʝ 
ʨʦʟʚôʷʟʘʥʘ ʧʦʚʥʽʩʪʶ ʪʘ ʟʘʣʠʰʘʻʪʴʩʷ ʘʢʪʫʘʣʴʥʦʶ.  

 
Мета дослідження 

ʄʝʪʦʶ ʨʦʙʦʪʠ ʻ ʚʜʦʩʢʦʥʘʣʝʥʥʷ ʩʫʯʘʩʥʠʭ ʤʝʪʦʜʽʚ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ, 
ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʧʝʨʩʧʝʢʪʠʚ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷ ʪʘ ʧʨʠʥʮʠʧʽʚ ʧʦʙʫʜʦʚʠ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʦʾ 
ʧʦʰʫʢʦʚʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ ʪʘ, ʟʦʢʨʝʤʘ, ʩʫʪʪʻʚʝ ʧʦʣʽʧʰʝʥʥʷ ʝʬʝʢʪʠʚʥʦʩʪʽ ʦʙʨʦʙʢʠ ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ 
ʟʘʧʠʪʽʚ ʟʘ ʨʘʭʫʥʦʢ ʾʾ ʟʘʩʪʦʩʫʚʘʥʥʷ. 

 
Викладення основного матеріалу дослідження 

ʄʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʽʩʪʴ ï ʮʝ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʷ, ʷʢʘ ʬʦʨʤʫʻʪʴʩʷ ʥʘ ʧʝʨʝʪʠʥʽ ʰʪʫʯʥʦʛʦ 
ʽʥʪʝʣʝʢʪʫ, ʟʘʛʘʣʴʥʦʾ ʪʝʦʨʽʾ ʩʠʩʪʝʤ, ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʠʭ ʽ ʪʝʣʝʢʦʤʫʥʽʢʘʮʽʡʥʠʭ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʡ [4]. 
ʅʘʡʯʘʩʪʽʰʝ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ ʽʥʪʝʣʝʢʪʫʘʣʴʥʠʭ ʘʛʝʥʪʽʚ ʚ ʧʨʦʝʢʪʘʭ ʦʙʤʝʞʫʻʪʴʩʷ ʦʧʠʩʦʤ 
ʤʦʜʝʣʝʡ ʫʯʘʩʥʠʢʽʚ ʚʟʘʻʤʦʜʽʾ ʽ ʧʨʦʧʦʟʠʮʽʷʤʠ, ʷʢ ʦʨʛʘʥʽʟʫʚʘʪʠ ʪʘʢʫ ʚʟʘʻʤʦʜʽʶ. 
ɺʽʜʟʥʘʯʠʤʦ, ʱʦ ʚʟʘʻʤʦʜʽʷ ʥʝʦʙʭʽʜʥʘ ʜʣʷ ʨʦʟʧʦʜʽʣʫ ʟʘʚʜʘʥʴ ʤʽʞ ʘʛʝʥʪʘʤʠ. 

ɿ ʪʦʯʢʠ ʟʦʨʫ ʜʦʩʣʽʜʥʠʢʘ, ʧʝʨʩʧʝʢʪʠʚʥʠʤʠ ʥʘʧʨʷʤʢʘʤʠ ʚ ʨʦʟʨʦʙʮʽ 
ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʠʭ ʩʠʩʪʝʤ ʻ ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʠʡ ʰʪʫʯʥʠʡ ʽʥʪʝʣʝʢʪ ʪʘ ʰʪʫʯʥʝ ʞʠʪʪʷ. ɻʦʣʦʚʥʦʶ 
ʧʨʦʙʣʝʤʦʶ ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʦʛʦ ʰʪʫʯʥʦʛʦ ʽʥʪʝʣʝʢʪʫ ʻ ʨʦʟʨʦʙʢʘ ʽʥʪʝʣʝʢʪʫʘʣʴʥʠʭ ʛʨʫʧ, 
ʟʜʘʪʥʠʭ ʚʠʨʽʰʫʚʘʪʠ ʟʘʚʜʘʥʥʷ ʰʣʷʭʦʤ ʤʽʨʢʫʚʘʥʴ, ʧʦʚôʷʟʘʥʠʭ ʟ ʦʙʨʦʙʢʦʶ ʩʠʤʚʦʣʽʚ. 
ʂʦʞʥʠʡ ʚʫʟʦʣ ʧʦʚʠʥʝʥ ʙʫʪʠ ʟʜʘʪʥʠʡ ʤʦʜʠʬʽʢʫʚʘʪʠ ʩʚʦʶ ʧʦʚʝʜʽʥʢʫ ʚ ʟʘʣʝʞʥʦʩʪʽ ʚʽʜ 
ʦʙʩʪʘʚʠʥ, ʘ ʪʘʢʦʞ ʧʣʘʥʫʚʘʪʠ ʩʚʦʾ ʩʪʨʘʪʝʛʽʾ ʢʦʤʫʥʽʢʘʮʽʾ ʪʘ ʢʦʦʧʝʨʘʮʽʾ ʟ ʽʥʰʠʤʠ ʚʫʟʣʘʤʠ. 

ɯʥʰʠʤ ʥʘʧʨʷʤʢʦʤ ʨʦʟʚʠʪʢʫ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʠʭ ʩʠʩʪʝʤ ʻ ʰʪʫʯʥʝ ʞʠʪʪʷ. ɺʦʥʦ ʚ 
ʙʽʣʴʰʽʡ ʤʽʨʽ ʧʦʚôʷʟʘʥʝ ʟ ʪʨʘʢʪʫʚʘʥʥʷʤ ʽʥʪʝʣʝʢʪʫʘʣʴʥʦʾ ʧʦʚʝʜʽʥʢʠ ʚ ʢʦʥʪʝʢʩʪʽ 
ʚʠʞʠʚʘʥʥʷ, ʘʜʘʧʪʘʮʽʾ ʪʘ ʩʘʤʦʦʨʛʘʥʽʟʘʮʽʾ ʚ ʜʠʥʘʤʽʯʥʦʤʫ, ʚʦʨʦʞʦʤʫ ʩʝʨʝʜʦʚʠʱʽ. ʋ ʨʫʩʣʽ 
ʰʪʫʯʥʦʛʦ ʞʠʪʪʷ ʛʣʦʙʘʣʴʥʫ ʽʥʪʝʣʝʢʪʫʘʣʴʥʫ ʧʦʚʝʜʽʥʢʫ ʚʩʽʻʾ ʩʠʩʪʝʤʠ ʨʦʟʛʣʷʜʘʶʪʴ ʷʢ 
ʨʝʟʫʣʴʪʘʪ ʣʦʢʘʣʴʥʠʭ ʚʟʘʻʤʦʜʽʡ ʚʝʣʠʢʦʛʦ ʯʠʩʣʘ ʧʨʦʩʪʠʭ ʽ ʥʝʦʙʦʚôʷʟʢʦʚʦ 
ʽʥʪʝʣʝʢʪʫʘʣʴʥʠʭ ʘʛʝʥʪʽʚ.  

ɯʥʪʝʣʝʢʪʫʘʣʴʥʠʡ ʘʛʝʥʪ ï ʮʝ ʧʨʦʛʨʘʤʘ, ʷʢʘ ʩʘʤʦʩʪʽʡʥʦ ʚʠʢʦʥʫʻ ʟʘʚʜʘʥʥʷ, ʚʢʘʟʘʥʝ 
ʢʦʨʠʩʪʫʚʘʯʝʤ ʢʦʤʧôʶʪʝʨʘ, ʧʨʦʪʷʛʦʤ ʟʘʜʘʥʠʭ ʧʨʦʤʽʞʢʽʚ ʯʘʩʫ [4]. ɯʥʪʝʣʝʢʪʫʘʣʴʥʽ ʘʛʝʥʪʠ 
ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʶʪʴʩʷ ʜʣʷ ʧʽʜʪʨʠʤʢʠ ʢʦʨʠʩʪʫʚʘʯʘ ʘʙʦ ʟʙʦʨʫ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʾ. ʂʦʞʥʠʡ ʦʢʨʝʤʠʡ 
ʘʛʝʥʪ ʚ ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʦʤʫ ʰʪʫʯʥʦʤʫ ʽʥʪʝʣʝʢʪʽ ʤʦʞʝ ʨʦʟʛʣʷʜʘʪʠʩʷ ʙʝʟ ʫʨʘʭʫʚʘʥʥʷ 
ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢ ʽʥʰʠʭ ʘʛʝʥʪʽʚ. ʇʨʠ ʮʴʦʤʫ ʧʨʦʙʣʝʤʥʠʤ ʟʘʚʜʘʥʥʷʤ ʟʘʣʠʰʘʪʠʤʝʪʴʩʷ 
ʟʘʙʝʟʧʝʯʝʥʥʷ ʢʦʦʧʝʨʘʮʽʾ ʽ ʢʦʤʫʥʽʢʘʮʽʾ ʘʛʝʥʪʽʚ. ʋ ʙʘʛʘʪʴʦʭ ʚʠʧʘʜʢʘʭ ʧʦʪʨʽʙʝʥ ʽ ʬʽʟʠʯʥʠʡ 
ʨʦʟʧʦʜʽʣ ʟʘʚʜʘʥʥʷ, ʥʘʧʨʠʢʣʘʜ, ʚ ʨʘʟʽ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷ ʛʨʫʧʠ ʨʦʙʦʪʽʚ. ɼʚʦʤʘ 
ʥʘʡʚʘʞʣʠʚʽʰʠʤʠ ʘʩʧʝʢʪʘʤʠ ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʦʛʦ ʰʪʫʯʥʦʛʦ ʽʥʪʝʣʝʢʪʫ ʻ ʨʦʟʧʦʜʽʣ ʟʘʚʜʘʥʴ ʤʽʞ 
ʘʛʝʥʪʘʤʠ ʽ ʦʙôʻʜʥʘʥʥʷ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʽʚ.  

ʊʘʢʠʤ ʯʠʥʦʤ, ʚʨʘʭʦʚʫʶʯʠ ʤʝʪʫ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ, ʤʦʞʥʘ ʟʨʦʙʠʪʠ ʜʦʧʫʱʝʥʥʷ ʱʦʜʦ 
ʧʝʨʩʧʝʢʪʠʚʥʦʩʪʽ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ ʫ ʨʘʤʢʘʭ ʚʜʦʩʢʦʥʘʣʝʥʥʷ ʟʘʩʦʙʽʚ 
ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ. ɺʽʜʧʦʚʽʜʥʦ, ʤʽʞ ʧʦʙʫʜʦʚʘʥʠʤʠ ʪʘʢʠʤ ʯʠʥʦʤ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦ-
ʧʦʰʫʢʦʚʠʤʠ ʩʠʩʪʝʤʘʤʠ (ʟ ʤʝʪʦʶ ʾʭ ʥʘʚʯʘʥʥʷ) ʪʘ ʢʦʨʠʩʪʫʚʘʯʘʤʠ ʧʦʚʠʥʝʥ 
ʚʩʪʘʥʦʚʣʶʚʘʪʠʩʷ ʝʬʝʢʪʠʚʥʦ ʧʨʘʮʶʶʯʠʡ ʟʚʦʨʦʪʥʠʡ ʟʚôʷʟʦʢ, ʷʢʠʡ ʜʦʟʚʦʣʷʻ ʫʪʦʯʥʶʚʘʪʠ 
ʧʦʪʨʝʙʠ ʘʙʦʥʝʥʪʽʚ, ʩʚʦʻʯʘʩʥʦ ʨʝʘʛʫʚʘʪʠ ʥʘ ʟʤʽʥʠ ʮʠʭ ʧʦʪʨʝʙ ʽ ʦʧʪʠʤʽʟʫʚʘʪʠ ʨʦʙʦʪʫ 
ʩʠʩʪʝʤʠ. ʈʦʟʛʣʷʥʝʤʦ ʦʩʥʦʚʥʽ ʧʨʠʥʮʠʧʠ ʧʨʦʝʢʪʫʚʘʥʥʷ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʦʾ ʧʦʰʫʢʦʚʦʾ 
ʩʠʩʪʝʤʠ ʟ ʤʝʪʦʶ ʚʠʦʢʨʝʤʠʪʠ ʥʘʡʚʘʞʣʠʚʽʰʽ ʦʟʥʘʢʠ. 

ʗʢ ʚʽʜʦʤʦ, ʦʩʥʦʚʥʘ ʽʜʝʷ ʧʨʦʛʨʘʤʥʠʭ ʘʛʝʥʪʽʚ ï ʜʝʣʝʛʫʚʘʥʥʷ ʧʦʚʥʦʚʘʞʝʥʴ. ɼʣʷ 
ʪʦʛʦ, ʱʦʙ ʨʝʘʣʽʟʫʚʘʪʠ ʮʶ ʽʜʝʶ, ʘʛʝʥʪ ʧʦʚʠʥʝʥ ʤʘʪʠ ʤʦʞʣʠʚʽʩʪʴ ʚʟʘʻʤʦʜʽʾ ʟʽ ʩʚʦʾʤ 
ʚʣʘʩʥʠʢʦʤ ʘʙʦ ʢʦʨʠʩʪʫʚʘʯʝʤ ʜʣʷ ʦʪʨʠʤʘʥʥʷ ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʠʭ ʟʘʧʠʪʽʚ ʽ ʧʦʚʝʨʥʝʥʥʷ 
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ʦʪʨʠʤʘʥʠʭ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʽʚ, ʦʨʽʻʥʪʫʚʘʪʠʩʷ ʚ ʩʝʨʝʜʦʚʠʱʽ ʩʚʦʛʦ ʚʠʢʦʥʘʥʥʷ ʽ ʧʨʠʡʤʘʪʠ 
ʨʽʰʝʥʥʷ, ʥʝʦʙʭʽʜʥʽ ʜʣʷ ʚʠʢʦʥʘʥʥʷ ʧʦʩʪʘʚʣʝʥʠʭ ʧʝʨʝʜ ʥʠʤ ʟʘʚʜʘʥʴ. 

ʇʨʠ ʜʠʥʘʤʽʯʥʦʤʫ ʧʽʜʭʦʜʽ ʜʦ ʦʨʛʘʥʽʟʘʮʽʾ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʠʭ ʩʠʩʪʝʤ ʫ ʨʘʤʢʘʭ 
ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ ʟʘʩʣʫʛʦʚʫʻ ʥʘ ʫʚʘʛʫ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷ ʧʘʨʘʜʠʛʤʠ ʤʦʙʽʣʴʥʠʭ 
ʘʛʝʥʪʽʚ. ʄʦʙʽʣʴʥʽ ʘʛʝʥʪʠ ï ʮʝ ʧʨʦʛʨʘʤʠ, ʷʢʽ ʤʦʞʫʪʴ ʧʝʨʝʤʽʱʘʪʠʩʷ ʧʦ ʤʝʨʝʞʽ, 
ʥʘʧʨʠʢʣʘʜ, ʧʦ WWW. ɺʦʥʠ ʟʘʣʠʰʘʶʪʴ ʢʣʽʻʥʪʩʴʢʠʡ ʢʦʤʧôʶʪʝʨ ʽ ʧʝʨʝʤʽʱʘʶʪʴʩʷ ʥʘ 
ʚʽʜʜʘʣʝʥʠʡ ʩʝʨʚʝʨ ʜʣʷ ʚʠʢʦʥʘʥʥʷ ʩʚʦʾʭ ʜʽʡ, ʧʽʩʣʷ ʯʦʛʦ ʧʦʚʝʨʪʘʶʪʴʩʷ ʥʘʟʘʜ. 

ʊʘʢʠʤ ʯʠʥʦʤ ʩʪʚʦʨʝʥʽ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʽ ʩʠʩʪʝʤʠ ʤʦʞʥʘ ʪʘʢʦʞ ʨʦʟʜʽʣʠʪʠ ʟʘ 
ʭʘʨʘʢʪʝʨʦʤ ʦʙʨʦʙʢʠ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʾ ʥʘ ʮʝʥʪʨʘʣʽʟʦʚʘʥʽ, ʱʦ ʦʙʨʦʙʣʷʶʪʴ ʜʘʥʽ ʮʝʥʪʨʘʣʽʟʦʚʘʥʦ 
ʥʘ ʦʜʥʦʤʫ ʚʫʟʣʽ, ʽ ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʽ, ʱʦ ʦʙʨʦʙʣʷʶʪʴ ʜʘʥʽ ʥʘ ʨʽʟʥʠʭ ʚʫʟʣʘʭ, ʱʦ ʤʘʻ ʥʘ ʫʚʘʟʽ 
ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʫ ʪʦʧʦʣʦʛʽʶ ʩʠʩʪʝʤʠ. ʊʘʢʦʞ ʤʦʞʥʘ ʚʠʜʽʣʠʪʠ ʽ ʧʽʜʭʦʜʠ, ʱʦ ʨʝʘʣʽʟʫʶʪʴ 
ʟʤʽʰʘʥʫ ʩʪʨʘʪʝʛʽʶ, ʥʘʧʨʠʢʣʘʜ, ʧʝʨʚʠʥʥʘ ʦʙʨʦʙʢʘ ʚʽʜʙʫʚʘʻʪʴʩʷ ʥʘ ʨʽʟʥʠʭ ʚʫʟʣʘʭ 
ʩʠʩʪʝʤʠ, ʧʽʩʣʷ ʯʦʛʦ ʦʪʨʠʤʘʥʽ ʜʘʥʽ ʧʝʨʝʩʠʣʘʶʪʴʩʷ ʥʘ ʜʝʷʢʠʡ ʚʫʟʦʣ, ʥʘ ʷʢʦʤʫ ʧʨʦʭʦʜʠʪʴ 
ʟʘʢʣʶʯʥʠʡ ʝʪʘʧ ʾʭ ʦʙʨʦʙʢʠ. 

ɼʦ ʥʝʜʦʣʽʢʽʚ ʧʦʙʫʜʦʚʠ ʮʝʥʪʨʘʣʽʟʦʚʘʥʠʭ ʩʠʩʪʝʤ ʧʦʰʫʢʫ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʾ ʚ ɯʥʪʝʨʥʝʪʽ 
ʤʦʞʥʘ ʚʽʜʥʝʩʪʠ ʥʘʩʪʫʧʥʽ [4]: 

1) ʚʩʽ ʜʘʥʽ ʜʣʷ ʧʦʜʘʣʴʰʦʾ ʦʙʨʦʙʢʠ ʧʦʚʠʥʥʽ ʙʫʪʠ ʟʽʙʨʘʥʽ ʚ ʧʦʚʥʦʤʫ ʦʙʩʷʟʽ ʥʘ 
ʜʝʷʢʦʤʫ ʚʫʟʣʽ ʩʠʩʪʝʤʠ, ʱʦ ʧʦʚôʷʟʘʥʦ ʟ ʧʝʨʝʩʠʣʢʦʶ ʧʦ ʤʝʨʝʞʽ ʚʝʣʠʢʦʛʦ ʦʙʩʷʛʫ ʜʘʥʠʭ; 

2) ʦʙʨʦʙʢʘ ʽ ʟʙʝʨʽʛʘʥʥʷ ʚʝʣʠʢʦʛʦ ʦʙʩʷʛʫ ʜʘʥʠʭ ʥʘ ʦʜʥʦʤʫ ʚʫʟʣʽ ʩʠʩʪʝʤʠ ʧʦʚôʷʟʘʥʽ 
ʟ ʜʦʜʘʪʢʦʚʠʤʠ ʪʨʫʜʥʦʱʘʤʠ; 

3) ʥʝʦʙʭʽʜʥʽʩʪʴ ʚ ʧʦʪʫʞʥʠʭ ʦʙʯʠʩʣʶʚʘʣʴʥʠʭ ʨʝʩʫʨʩʘʭ; 
4) ʧʨʦʙʣʝʤʘ ʫʟʛʦʜʞʝʥʥʷ ʜʘʥʠʭ; 
5) ʧʨʠ ʚʠʭʦʜʽ ʟ ʣʘʜʫ ʮʝʥʪʨʘʣʴʥʦʛʦ ʚʫʟʣʘ ʩʠʩʪʝʤʠ ʧʦʨʫʰʫʻʪʴʩʷ ʧʨʘʮʝʟʜʘʪʥʽʩʪʴ 

ʚʩʽʻʾ ʩʠʩʪʝʤʠ ʚ ʮʽʣʦʤʫ. 
ɼʦ ʥʝʜʦʣʽʢʽʚ ʧʦʙʫʜʦʚʠ ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʠʭ ʩʠʩʪʝʤ ʤʦʞʥʘ ʚʽʜʥʝʩʪʠ ʥʝʦʙʭʽʜʥʽʩʪʴ 

ʚʚʝʜʝʥʥʷ ʜʦʜʘʪʢʦʚʠʭ ʢʦʰʪʽʚ ʜʣʷ ʟʘʙʝʟʧʝʯʝʥʥʷ ʚʟʘʻʤʦʜʽʾ ʪʘ ʫʟʛʦʜʞʝʥʥʷ ʨʦʙʦʪʠ ʦʢʨʝʤʠʭ 
ʚʫʟʣʽʚ ʩʠʩʪʝʤʠ. 

ɺʽʜʧʦʚʽʜʥʦ, ʙʘʯʠʤʦ ʱʦ ʫ ʧʦʨʽʚʥʷʥʥʽ ʟ ʮʝʥʪʨʘʣʽʟʦʚʘʥʠʤʠ ʩʠʩʪʝʤʘʤʠ ʧʦʰʫʢʫ, 
ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʽ ʤʘʶʪʴ ʥʘʩʪʫʧʥʽ ʧʝʨʝʚʘʛʠ: 

1) ʚʽʜʩʫʪʥʽʩʪʴ ʟʥʘʯʥʦʛʦ ʥʘʚʘʥʪʘʞʝʥʥʷ ʥʘ ʤʝʨʝʞʫ ʡ ʟʜʘʪʥʽʩʪʴ ʢʦʤʧʦʥʝʥʪʥʦʾ 
ʦʙʨʦʙʢʠ ʟʘʧʠʪʫ; 

2) ʢʨʘʱʘ ʫʟʛʦʜʞʝʥʽʩʪʴ ʪʘ ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʘ ʦʙʨʦʙʢʘ ʜʘʥʠʭ; 
3) ʚʠʭʽʜ ʟ ʣʘʜʫ ʧʝʚʥʦʛʦ ʢʦʤʧʦʥʝʥʪʫ ʥʝ ʚʧʣʠʚʘʻ ʟʘʛʘʣʦʤ ʥʘ ʧʨʘʮʝʟʜʘʪʥʽʩʪʴ ʫʩʽʻʾ 

ʩʠʩʪʝʤʠ; 
ɿ ʫʨʘʭʫʚʘʥʥʷʤ ʥʘʚʝʜʝʥʠʭ ʚʠʱʝ ʧʝʨʝʚʘʛ ʽ ʥʝʜʦʣʽʢʽʚ ʨʽʟʥʠʭ ʚʠʜʽʚ ʘʨʭʽʪʝʢʪʫʨ 

ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʠʭ ʩʠʩʪʝʤ, ʫ ʨʘʤʢʘʭ ʤʝʪʠ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʙʫʚ ʟʨʦʙʣʝʥʠʡ ʚʠʙʽʨ ʥʘ ʢʦʨʠʩʪʴ 
ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ, ʱʦ ʩʢʣʘʜʘʻʪʴʩʷ ʟ ʧʝʚʥʦʾ ʢʽʣʴʢʦʩʪʽ ʩʝʨʚʝʨʽʚ ʽ ʢʣʽʻʥʪʽʚ, ʱʦ 
ʚʟʘʻʤʦʜʽʶʪʴ ʟʘ ʜʦʧʦʤʦʛʦʶ ʧʝʨʝʜʘʯʽ ʧʦʚʽʜʦʤʣʝʥʴ. ɺʽʜʥʦʩʥʦ ʩʪʨʫʢʪʫʨʠ ʘʛʝʥʪʽʚ ʚʠʙʽʨ ʙʫʚ 
ʟʨʦʙʣʝʥʠʡ ʥʘ ʢʦʨʠʩʪʴ ʤʦʙʽʣʴʥʠʭ ʘʛʝʥʪʽʚ, ʷʢʽ çʧʝʨʝʤʽʱʘʶʪʴʩʷè ʧʦ ʤʝʨʝʞʽ ʥʘ ʩʝʨʚʝʨʠ 
ʩʠʩʪʝʤʠ ʽ ʚʠʢʦʥʫʶʪʴ ʥʘ ʥʠʭ ʧʝʚʥʫ ʨʦʙʦʪʫ. ɼʘʥʠʡ ʚʠʙʽʨ ʦʙʫʤʦʚʣʝʥʠʡ ʪʘʢʠʤʠ 
ʤʽʨʢʫʚʘʥʥʷʤʠ: 

1) ʨʦʟʧʦʜʽʣ ʦʙʯʠʩʣʶʚʘʣʴʥʦʛʦ ʥʘʚʘʥʪʘʞʝʥʥʷ ʧʦ ʨʽʟʥʠʭ ʚʫʟʣʘʭ ʩʠʩʪʝʤʠ, ʱʦ 
ʜʦʟʚʦʣʷʻ ʧʨʠʩʢʦʨʠʪʠ ʧʨʦʮʝʩ ʦʙʨʦʙʢʠ ʜʘʥʠʭ; 

2) ʚʽʜʩʫʪʥʽʩʪʴ ʥʝʦʙʭʽʜʥʦʩʪʽ ʧʝʨʝʩʠʣʘʥʥʷ ʚʝʣʠʢʦʛʦ ʦʙʩʷʛʫ ʜʘʥʠʭ ʧʦ ʤʝʨʝʞʽ, 
ʦʩʢʽʣʴʢʠ ʚʩʽ ʜʘʥʽ ʦʙʨʦʙʣʷʶʪʴʩʷ ʥʘ ʪʦʤʫ ʞ ʩʘʡʪʽ, ʜʝ ʚʦʥʠ ʟʥʘʭʦʜʷʪʴʩʷ, ʘ ʢʣʽʻʥʪʫ ʧʦ 
ʤʝʨʝʞʽ ʚʽʜʧʨʘʚʣʷʶʪʴʩʷ ʪʽʣʴʢʠ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʠ ʦʙʨʦʙʢʠ; 

3) ʙʽʣʴʰ ʚʠʩʦʢʘ ʥʘʜʽʡʥʽʩʪʴ ï ʧʨʠ ʚʠʭʦʜʽ ʟ ʣʘʜʫ ʦʜʥʦʛʦ ʘʙʦ ʜʝʢʽʣʴʢʦʭ ʚʫʟʣʽʚ 
ʩʠʩʪʝʤʠ, ʽʥʰʽ ʟʘʣʠʰʘʶʪʴʩʷ ʧʨʘʮʝʟʜʘʪʥʠʤʠ ʽ ʧʨʘʮʝʟʜʘʪʥʽʩʪʴ ʩʠʩʪʝʤʠ ʚ ʮʽʣʦʤʫ ʥʝ 
ʧʦʨʫʰʫʻʪʴʩʷ. 
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ʊʘʢʠʤ ʯʠʥʦʤ, ʚʨʘʭʦʚʫʶʯʠ ʚʠʢʣʘʜʘʥʝ ʚʠʱʝ, ʦʪʨʠʤʫʻʤʦ ʩʧʨʦʱʝʥʫ ʪʠʧʦʚʫ 
ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʫ ʧʦʰʫʢʦʚʫ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʫ ʩʠʩʪʝʤʫ (ʨʠʩ. 1). ɺ ʥʽʡ ʤʦʞʥʘ ʚʠʜʽʣʠʪʠ ʯʦʪʠʨʠ 
ʪʠʧʠ ʘʛʝʥʪʽʚ: ʽʥʪʝʨʬʝʡʩʥʠʡ ʘʛʝʥʪ, ʧʦʰʫʢʦʚʠʡ ʘʛʝʥʪ, ʘʛʝʥʪ ʧʝʨʝʚʽʨʢʠ ʽʩʥʫʚʘʥʥʷ 
ʩʪʦʨʽʥʦʢ, ʘʛʝʥʪ ʨʘʥʞʫʚʘʥʥʷ ʩʪʦʨʽʥʦʢ.  

ɯʥʪʝʨʬʝʡʩʥʽ ʘʛʝʥʪʠ ʚʠʢʦʥʫʶʪʴ ʚʩʽ ʦʧʝʨʘʮʽʾ ʩʪʦʩʦʚʥʦ ʚʟʘʻʤʦʜʽʾ ʟ ʢʦʨʠʩʪʫʚʘʯʝʤ: 
ʦʪʨʠʤʫʶʪʴ ʚʽʜ ʥʴʦʛʦ ʟʘʧʠʪ ʥʘ ʧʦʰʫʢ, ʧʝʨʝʜʘʶʪʴ ʟʘʧʠʪ ʧʦʰʫʢʦʚʠʤ ʘʛʝʥʪʘʤ, ʟʜʽʡʩʥʶʶʪʴ 
ʚʠʚʝʜʝʥʥʷ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʽʚ ʧʦʰʫʢʫ ʢʦʨʠʩʪʫʚʘʯʫ, ʚʠʢʦʥʫʶʪʴ ʘʜʘʧʪʘʮʽʶ ʧʦʰʫʢʦʚʦʛʦ ʧʨʦʮʝʩʫ 
ʜʦ ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʚʘʥʠʭ ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ ʩʠʩʪʝʤ. 

 

ɯʥʪʝʨʬʝʡʩʥʠʡ ʘʛʝʥʪ

ʇʦʰʫʢʦʚʠʡ ʘʛʝʥʪ 1

ʇʦʰʫʢʦʚʘ ʩʠʩʪʝʤʘ 1

ɸʛʝʥʪ ʧʝʨʝʚʽʨʢʠ ʽʩʥʫʚʘʥʥʷ

ʂʦʨʠʩʪʫʚʘʯ

ʇʦʰʫʢʦʚʠʡ ʘʛʝʥʪ 2

ʇʦʰʫʢʦʚʘ ʩʠʩʪʝʤʘ 2

ɸʛʝʥʪ ʧʝʨʝʚʽʨʢʠ ʽʩʥʫʚʘʥʥʷ

ʇʦʰʫʢʦʚʠʡ ʘʛʝʥʪ N

ʇʦʰʫʢʦʚʘ ʩʠʩʪʝʤʘ N

ɸʛʝʥʪ ʧʝʨʝʚʽʨʢʠ ʽʩʥʫʚʘʥʥʷ

ɸʛʝʥʪ ʨʘʥʞʫʚʘʥʥʷ ʩʪʦʨʽʥʦʢ
 

 
Рис. 1. Структурна схема мультиагентної інформаційно-пошукової системи. 

 
ɯʥʪʝʨʬʝʡʩʥʠʡ ʘʛʝʥʪ ʻ ʘʚʪʦʥʦʤʥʠʤ. ʂʦʨʠʩʪʫʚʘʯ ʚʚʦʜʠʪʴ ʟʘʚʜʘʥʥʷ ʥʘ ʧʦʰʫʢ ʚ 

ʪʝʢʩʪʦʚʽʡ ʬʦʨʤʽ, ʟʘʧʫʩʢʘʻ ʧʦʰʫʢ. ɼʦ ʟʘʚʝʨʰʝʥʥʷ ʧʦʰʫʢʫ ʥʽʷʢʦʾ ʚʟʘʻʤʦʜʽʾ ʤʽʞ 
ʢʦʨʠʩʪʫʚʘʯʝʤ ʽ ʽʥʪʝʨʬʝʡʩʥʠʤ ʘʛʝʥʪʦʤ ʥʝ ʚʽʜʙʫʚʘʻʪʴʩʷ. ʈʦʟʛʣʷʥʫʪʠʡ ʘʛʝʥʪ ʚʟʘʻʤʦʜʽʻ ʟ 
ʧʦʰʫʢʦʚʠʤʠ ʘʛʝʥʪʘʤʠ, ʧʝʨʝʜʘʶʯʠ ʾʤ ʧʦʰʫʢʦʚʝ ʟʘʚʜʘʥʥʷ, ʽ ʟ ʘʛʝʥʪʦʤ ʨʘʥʞʫʚʘʥʥʷ 
ʩʪʦʨʽʥʦʢ, ʦʪʨʠʤʫʶʯʠ ʚʽʜ ʥʴʦʛʦ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʠ ʧʦʰʫʢʫ, ʱʦ ʚʠʚʦʜʷʪʴʩʷ ʜʣʷ ʢʦʨʠʩʪʫʚʘʯʘ. 
ɯʥʪʝʨʬʝʡʩʥʠʡ ʘʛʝʥʪ ʻ ʘʢʪʠʚʥʠʤ, ʪʦʤʫ ʱʦ ʩʪʘʚʠʪʴ ʧʝʨʝʜ ʽʥʰʠʤ ʩʧʽʚʪʦʚʘʨʠʩʪʚʦʤ ʘʛʝʥʪʽʚ 
ʢʦʥʢʨʝʪʥʽ ʟʘʚʜʘʥʥʷ.  

ɸʜʘʧʪʘʮʽʷ ʧʦʰʫʢʦʚʦʛʦ ʧʨʦʮʝʩʫ ʜʦ ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ ʩʠʩʪʝʤ ʟʜʽʡʩʥʶʻʪʴʩʷ ʟʘ ʨʘʭʫʥʦʢ 
ʧʽʜʚʠʱʝʥʥʷ ʨʝʡʪʠʥʛʫ ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ ʩʠʩʪʝʤ, ʷʢʽ ʟʥʘʡʰʣʠ ʜʦʢʫʤʝʥʪʠ, ʷʢʽ ʥʘʡʙʽʣʴʰʦʶ 
ʤʽʨʦʶ ʚʽʜʧʦʚʽʜʘʶʪʴ ʟʘʧʠʪʘʤ ʢʦʨʠʩʪʫʚʘʯʘ. ʎʝʡ ʚʠʙʽʨ ʢʦʨʠʩʪʫʚʘʯ ʨʦʙʠʪʴ, ʧʝʨʝʛʣʷʥʫʚʰʠ 
ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʠ ʧʦʰʫʢʫ. ɼʘʥʘ ʜʽʷ ʻ ʥʝʦʙʦʚôʷʟʢʦʚʦʶ, ʷʢʱʦ ʢʦʨʠʩʪʫʚʘʯ ʥʝ ʙʘʞʘʻ ʘʜʘʧʪʫʚʘʪʠ 
ʧʦʰʫʢʦʚʠʡ ʧʨʦʮʝʩ ʜʦ ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ ʩʠʩʪʝʤ, ʟʘʣʠʰʠʚʰʠ ʩʠʩʪʝʤʠ ʨʽʚʥʦʧʨʘʚʥʠʤʠ. 

ɸʣʛʦʨʠʪʤ ʨʦʙʦʪʠ ʽʥʪʝʨʬʝʡʩʥʦʛʦ ʘʛʝʥʪʘ ʟʘʧʨʦʧʦʥʫʻʤʦ ʩʬʦʨʤʫʚʘʪʠ ʥʘʩʪʫʧʥʠʤ 
ʯʠʥʦʤ: 

1) ʦʪʨʠʤʘʥʥʷ ʟʘʧʠʪʫ ʚʽʜ ʢʦʨʠʩʪʫʚʘʯʘ; 
2) ʟʘʧʫʩʢ ʧʦʰʫʢʫ (ʧʝʨʝʜʘʯʘ ʟʘʚʜʘʥʴ ʧʦʰʫʢʦʚʠʤ ʘʛʝʥʪʘʤ); 
3) ʦʯʽʢʫʚʘʥʥʷ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʫ ʧʦʰʫʢʫ (ʚʽʜ ʘʛʝʥʪʘ ʨʘʥʞʫʚʘʥʥʷ ʩʪʦʨʽʥʦʢ); 
4) ʧʫʙʣʽʢʘʮʽʷ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʽʚ; 
5) ʘʜʘʧʪʘʮʽʷ ʧʦʰʫʢʦʚʦʛʦ ʧʨʦʮʝʩʫ. 

102





ПРИКЛАДНІ ПИТАННЯ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ Т. 3, № 1, 2020  

10.32782/2618-0340/2020.1-3.10 

2) ʚ ʨʘʤʢʘʭ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʽʚ ʧʦʰʫʢʫ ʢʦʞʥʦʶ ʧʦʰʫʢʦʚʦʶ ʩʠʩʪʝʤʦʶ ʩʪʦʨʽʥʢʘ ʟ 
ʤʽʥʽʤʘʣʴʥʠʤ ʧʦʨʷʜʢʦʚʠʤ ʥʦʤʝʨʦʤ ʦʪʨʠʤʫʻ ʤʘʢʩʠʤʘʣʴʥʠʡ ʨʝʡʪʠʥʛ, ʩʪʦʨʽʥʢʠ ʟ ʙʽʣʴʰ 
ʚʠʩʦʢʠʤʠ ʧʦʨʷʜʢʦʚʠʤʠ ʥʦʤʝʨʘʤʠ ʦʪʨʠʤʫʶʪʴ ʤʝʥʰʠʡ ʨʝʡʪʠʥʛ; 

3) ʦʙôʻʜʥʘʥʥʷ ʩʪʦʨʽʥʦʢ ʟ ʦʜʥʘʢʦʚʠʤʠ ʧʦʩʠʣʘʥʥʷʤʠ; 
4) ʩʦʨʪʫʚʘʥʥʷ ʩʪʦʨʽʥʦʢ ʟʘ ʩʧʘʜʘʥʥʷʤ ʨʝʡʪʠʥʛʫ; 
5) ʧʝʨʝʜʘʯʘ ʚʽʜʨʘʥʞʦʚʘʥʦʛʦ ʩʧʠʩʢʫ ʩʪʦʨʽʥʦʢ ʽʥʪʝʨʬʝʡʩʥʦʤʫ ʘʛʝʥʪʫ. 
ʆʧʠʩʘʥʽ ʙʘʟʦʚʽ ʧʨʠʥʮʠʧʠ ʧʨʦʝʢʪʫʚʘʥʥʷ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ ʟʘʧʨʦʧʦʥʦʚʘʥʦ 

ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʚʘʪʠ ʧʨʠ ʨʦʟʨʦʙʮʽ ʧʨʦʪʦʪʠʧʫ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦ-ʧʦʰʫʢʦʚʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ ʜʣʷ ʤʝʨʝʞʽ 
ɯʥʪʝʨʥʝʪ ʚ ʨʘʤʢʘʭ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ. 

ʊʘʢʠʤ ʯʠʥʦʤ, ʤʦʞʥʘ ʧʽʜʩʫʤʫʚʘʪʠ, ʱʦ ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʶʯʠ ʤʝʪʦʜʠʢʫ ʧʦʙʫʜʦʚʠ 
ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʦʾ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ [4] ʫ ʨʘʤʢʘʭ ʚʜʦʩʢʦʥʘʣʝʥʥʷ ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ ʤʝʪʦʜʽʚ 
ʪʘ, ʟʦʢʨʝʤʘ, ʧʨʠ ʧʦʙʫʜʦʚʽ ʩʠʩʪʝʤ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ, ʤʦʞʣʠʚʦ ʟʘʙʝʟʧʝʯʠʪʠ 
ʟʥʘʭʦʜʞʝʥʥʷ  ʧʦʰʫʢʦʚʦʶ ʩʠʩʪʝʤʦʶ ʚ ʧʝʨʰʫ ʯʝʨʛʫ ʜʦʢʫʤʝʥʪʽʚ, ʷʢʽ ʤʽʩʪʷʪʴ ʥʝʦʙʭʽʜʥʫ 
ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʶ. ɺʘʨʪʦ ʟʘʟʥʘʯʠʪʠ, ʱʦ ʦʨʛʘʥʽʟʘʮʽʷ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ ʪʘʢʠʤ ʯʠʥʦʤ 
ʜʦʟʚʦʣʠʪʴ ʦʙôʻʜʥʘʪʠ ʚ ʩʦʙʽ ʨʽʟʥʽ ʧʽʜʭʦʜʠ ʜʦ ʚʠʨʽʰʝʥʥʷ ʟʘʚʜʘʥʥʷ ʽʥʪʝʣʝʢʪʫʘʣʽʟʘʮʽʾ ʪʘ 
ʧʝʨʩʦʥʘʣʽʟʘʮʽʾ ʧʦʰʫʢʦʚʦʾ ʚʠʜʘʯʽ. 

 
Висновки 

ɺ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʽ ʧʨʦʚʝʜʝʥʦʛʦ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʙʫʣʦ ʟʘʟʥʘʯʝʥʦ, ʱʦ ʚʩʽ ʩʫʯʘʩʥʽ ʧʦʰʫʢʦʚʽ 
ʩʠʩʪʝʤʠ ʤʘʶʪʴ ʥʘʩʪʫʧʥʽ ʩʝʨʡʦʟʥʽ ʥʝʜʦʣʽʢʠ: 

1) ʚʝʣʠʢʘ ʢʽʣʴʢʽʩʪʴ ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ ʤʘʰʠʥ ʟ ʨʽʟʥʠʤʠ ʧʨʠʟʥʘʯʝʥʠʤʠ ʜʣʷ ʢʦʨʠʩʪʫʚʘʯʘ 
ʽʥʪʝʨʬʝʡʩʘʤʠ ʧʦʨʦʜʞʫʻ ʧʨʦʙʣʝʤʫ ʢʦʛʥʽʪʠʚʥʦʛʦ ʧʝʨʝʚʘʥʪʘʞʝʥʥʷ; 

2) ʩʪʘʥʜʘʨʪʥʠʡ ʤʝʭʘʥʽʟʤ ʧʦʰʫʢʫ ʟʘ ʢʣʶʯʦʚʠʤʠ ʩʣʦʚʘʤʠ ʚ ʩʫʯʘʩʥʠʭ 
ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦ-ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ ʩʠʩʪʝʤʘʭ ʚʠʜʘʻ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʠ ʟ ʚʝʣʠʢʠʤ ʧʦʢʘʟʥʠʢʦʤ 
ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʰʫʤʫ; 

3) ʤʝʪʦʜʠ ʽʥʜʝʢʩʫʚʘʥʥʷ ʙʘʟ ʜʘʥʠʭ, ʷʢ ʧʨʘʚʠʣʦ, ʥʝ ʧʦʚôʷʟʘʥʽ ʟ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʠʤ 
ʟʤʽʩʪʦʤ; 

4) ʚʠʤʦʛʠ ʜʦ ʰʚʠʜʢʦʩʪʽ ʧʦʰʫʢʫ, ʘʢʪʫʘʣʴʥʦʩʪʽ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʾ ʟ ʢʦʞʥʠʤ ʜʥʝʤ 
ʟʨʦʩʪʘʶʪʴ; 

5) ʯʘʩʪʦ ʚʠʜʘʶʪʴʩʷ ʧʦʩʠʣʘʥʥʷ ʥʘ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʶ, ʷʢʦʾ ʚ ɯʥʪʝʨʥʝʪʽ ʚʞʝ ʜʘʚʥʦ ʥʝʤʘʻ, 
ʘ ʪʘʢʦʞ ʥʝʤʘʻ ʤʦʞʣʠʚʦʩʪʽ ʚ ʨʝʘʣʴʥʦʤʫ ʯʘʩʽ ʚʨʘʭʦʚʫʚʘʪʠ ʜʠʥʘʤʽʢʫ ʟʤʽʥʠ ʟʤʽʩʪʫ 
ɯʥʪʝʨʥʝʪ-ʨʝʩʫʨʩʽʚ. 

ɺʠʭʦʜʷʯʠ ʟ ʧʨʦʚʝʜʝʥʦʛʦ ʦʛʣʷʜʫ ʩʫʯʘʩʥʦʛʦ ʩʪʘʥʫ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʴ, ʚʩʪʘʥʦʚʣʝʥʦ ʱʦ 
ʙʽʣʴʰʽʩʪʴ ʟ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʴ ʘʙʦ ʟʦʩʝʨʝʜʞʝʥʽ ʥʘ ʽʥʰʠʭ ʘʩʧʝʢʪʘʭ ʚʜʦʩʢʦʥʘʣʝʥʥʷ 
ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ, ʘʙʦ ʥʘʜʘʶʪʴ ʣʠʰʝ ʧʦʚʝʨʭʥʝʚʽ ʚʠʩʥʦʚʢʠ ʱʦʜʦ ʧʝʨʩʧʝʢʪʠʚ 
ʧʦʙʫʜʦʚʠ ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʦʾ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʦʾ ʧʦʰʫʢʦʚʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ. ʆʢʨʽʤ ʪʦʛʦ, ʚʩʪʘʥʦʚʣʝʥʦ, 
ʱʦ ʧʦʧʨʠ ʟʥʘʯʥʫ ʢʽʣʴʢʽʩʪʴ ʧʫʙʣʽʢʘʮʽʡ, ʧʨʦʙʣʝʤʘ ʚʜʦʩʢʦʥʘʣʝʥʥʷ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ 
ʧʦʰʫʢʫ ʪʘ, ʟʦʢʨʝʤʘ, ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʧʝʨʩʧʝʢʪʠʚ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʦʾ ʩʪʨʫʢʪʫʨʠ 
ʥʝ ʨʦʟʚôʷʟʘʥʘ ʧʦʚʥʽʩʪʶ ʪʘ ʟʘʣʠʰʘʻʪʴʩʷ ʘʢʪʫʘʣʴʥʦʶ 

ɺʽʜʧʦʚʽʜʥʦ, ʧʝʨʩʧʝʢʪʠʚʥʠʤ ʥʘʧʨʷʤʦʤ ʟʘʣʠʰʘʻʪʴʩʷ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʽ ʨʦʟʨʦʙʢʘ 
ʤʝʪʦʜʽʚ ʪʘ ʧʨʦʛʨʘʤʥʠʭ ʟʘʩʦʙʽʚ ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʦʾ ʦʙʨʦʙʢʠ ʟʘʚʜʘʥʴ ʚ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦ-
ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ ʩʠʩʪʝʤʘʭ ɯʥʪʝʨʥʝʪʫ. 

ɺ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʽ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʴ, ʚʩʪʘʥʦʚʣʝʥʦ ʱʦ ʫ ʧʦʨʽʚʥʷʥʥʽ ʟ ʮʝʥʪʨʘʣʽʟʦʚʘʥʠʤʠ 
ʩʠʩʪʝʤʘʤʠ ʧʦʰʫʢʫ, ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʽ ʤʘʶʪʴ ʟʥʘʯʥʥʽ ʧʝʨʝʚʘʛʠ, ʱʦ ʧʦʣʷʛʘʶʪʴ ʚ ʥʘʩʪʫʧʥʦʤʫ: 

1) ʟʘʚʜʷʢʠ ʨʦʟʧʦʜʽʣʫ ʦʙʯʠʩʣʶʚʘʣʴʥʦʛʦ ʥʘʚʘʥʪʘʞʝʥʥʷ ʧʦ ʨʽʟʥʠʭ ʚʫʟʣʘʭ ʩʠʩʪʝʤʠ, 
ʧʨʠʩʢʦʨʶʻʪʴʩʷ ʧʨʦʮʝʩ ʦʙʨʦʙʢʠ ʜʘʥʠʭ; 

2) ʚʽʜʩʫʪʥʽʩʪʴ ʥʝʦʙʭʽʜʥʦʩʪʽ ʧʝʨʝʩʠʣʘʥʥʷ ʚʝʣʠʢʦʛʦ ʦʙʩʷʛʫ ʜʘʥʠʭ ʧʦ ʤʝʨʝʞʽ, ʪʘʢ ʷʢ 
ʚʩʽ ʜʘʥʽ ʦʙʨʦʙʣʷʶʪʴʩʷ ʥʘ ʪʦʤʫ ʞ ʩʘʡʪʽ, ʜʝ ʚʦʥʠ ʟʥʘʭʦʜʷʪʴʩʷ, ʘ ʢʣʽʻʥʪʫ ʧʦ ʤʝʨʝʞʽ 
ʚʽʜʧʨʘʚʣʷʶʪʴʩʷ ʪʽʣʴʢʠ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʠ ʦʙʨʦʙʢʠ; 
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3) ʟʘʚʜʷʢʠ ʟʜʘʪʥʦʩʪʽ ʢʦʤʧʦʥʝʥʪʥʦʾ ʦʙʨʦʙʢʠ ʟʘʧʠʪʫ ʤʘʻʤʦ ʢʨʘʱʫ ʫʟʛʦʜʞʝʥʽʩʪʴ ʫ 
ʚʟʘʻʤʦʜʽʾ ʟ ʜʘʥʠʤʠ; 

4) ʙʽʣʴʰ ʚʠʩʦʢʘ ʥʘʜʽʡʥʽʩʪʴ ï ʧʨʠ ʚʠʭʦʜʽ ʟ ʣʘʜʫ ʦʜʥʦʛʦ ʘʙʦ ʢʽʣʴʢʦʭ ʚʫʟʣʽʚ 
ʩʠʩʪʝʤʠ, ʽʥʰʽ ʟʘʣʠʰʘʶʪʴʩʷ ʧʨʘʮʝʟʜʘʪʥʠʤʠ ʽ ʧʨʘʮʝʟʜʘʪʥʽʩʪʴ ʩʠʩʪʝʤʠ ʚ ʮʽʣʦʤʫ ʥʝ 
ʧʦʨʫʰʫʻʪʴʩʷ 

5) ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʽʩʪʴ ʦʙʨʦʙʢʠ ʜʘʥʠʭ ʜʦʟʚʦʣʷʻ ʦʧʨʘʮʴʦʚʫʚʘʪʠ ʙʽʣʴʰʽ ʦʙ'ʻʤʠ 
ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʾ. 

ʊʘʢʠʤ ʯʠʥʦʤ ʚ ʭʦʜʽ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʚʩʪʘʥʦʚʣʝʥʦ ʧʝʨʩʧʝʢʪʠʚʥʽʩʪʴ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷ 
ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʦʾ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʦʾ ʩʪʨʫʢʪʫʨʠ ʫ ʨʘʤʢʘʭ ʚʜʦʩʢʦʥʘʣʝʥʥʷ ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ ʤʝʪʦʜʽʚ ʪʘ, 
ʟʦʢʨʝʤʘ, ʧʨʠ ʧʦʙʫʜʦʚʽ ʦʨʽʻʥʪʦʚʘʥʠʭ ʥʘ ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʫ ʦʙʨʦʙʢʫ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦ-ʧʦʰʫʢʦʚʠʭ 
ʩʠʩʪʝʤ. ʆʢʨʽʤ ʪʦʛʦ, ʘʚʪʦʨʦʤ ʚʠʜʽʣʝʥʦ ʦʩʥʦʚʥʽ ʧʨʠʥʮʠʧʠ ʧʦʙʫʜʦʚʠ ʜʣʷ ʨʦʟʨʦʙʢʠ 
ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʦʾ ʩʪʨʫʢʪʫʨʠ ʚ ʨʘʤʢʘʭ ʦʨʛʘʥʽʟʘʮʽʾ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ. ʅʘʛʦʣʦʰʝʥʦ, 
ʱʦ ʦʨʛʘʥʽʟʘʮʽʷ ʤʫʣʴʪʠʘʛʝʥʪʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ ʜʦʟʚʦʣʷʻ ʦʙôʻʜʥʘʪʠ ʚ ʩʦʙʽ ʨʽʟʥʽ ʧʽʜʭʦʜʠ ʜʦ 
ʚʠʨʽʰʝʥʥʷ ʟʘʚʜʘʥʥʷ ʽʥʪʝʣʝʢʪʫʘʣʽʟʘʮʽʾ ʪʘ ʧʝʨʩʦʥʘʣʽʟʘʮʽʾ ʧʦʰʫʢʦʚʦʾ ʚʠʜʘʯʽʽ ʟʥʠʟʠʪʠ 
ʥʘʚʘʥʪʘʞʝʥʥʷ ʥʘ ʽʥʜʝʢʩ ʧʦʰʫʢʦʚʦʛʦ ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʫ, ʘ ʪʘʢʦʞ ʩʧʨʦʩʪʠʪʠ ʚʠʨʽʰʝʥʥʷ 
ʧʨʦʙʣʝʤʠ, ʧʦʚôʷʟʘʥʦʾ ʽʟ ʟʘʙʝʟʧʝʯʝʥʥʷʤ ʢʦʥʬʽʜʝʥʮʽʡʥʦʩʪʽ ʜʘʥʠʭ. 

ɺʠʩʥʦʚʢʠ ʪʘ ʧʨʦʧʦʟʠʮʽʾ ʚ ʨʘʤʢʘʭ ʜʘʥʦʛʦ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʤʦʞʫʪʴ ʙʫʪʠ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʽ ʚ 
ʥʘʫʢʦʚʦ-ʜʦʩʣʽʜʥʽʡ ʪʘ ʚʠʢʣʘʜʘʮʴʢʽʡ ʜʽʷʣʴʥʦʩʪʽ. ɿʦʢʨʝʤʘ, ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʠ, ʦʪʨʠʤʘʥʽ ʧʨʠ 
ʧʨʦʚʝʜʝʥʥʽ ʜʘʥʦʛʦ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʤʦʞʫʪʴ ʙʫʪʠ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʽ ʧʨʠ ʧʦʜʘʣʴʰʦʤʫ 
ʘʥʘʣʽʟʫʚʘʥʥʽ ʪʘ ʚʜʦʩʢʦʥʘʣʝʥʥʽ ʤʝʪʦʜʽʚ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʧʦʰʫʢʫ. 
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ʋɼʂ 621.384.6 
ɸ.ʉ. ʄɸɿʄɸʅʀʐɺʀʃʀ,  ʅ.ɻ. ʈɽʐɽʊʅʗʂ 

ʅʘʮʠʦʥʘʣʴʥʳʡ ʅʘʫʯʥʳʡ ʎʝʥʪʨ çʍʘʨʴʢʦʚʩʢʠʡ ʌʠʟʠʢʦ-ʊʝʭʥʠʯʝʩʢʠʡ ʀʥʩʪʠʪʫʪè 

ʇʈɽʆɹʈɸɿʆɺɸʅʀɽ ʄɸʉʉʀɺɸ ɼɸʅʅʓʍ  
ʎʀʃʀʅɼʈʀʏɽʉʂʆɻʆ ʄɸɻʅʀʊʅʆɻʆ ʇʆʃʗ ʄɸɻʅɽʊʈʆʅʅʆʁ ʇʋʐʂʀ 

ʀ  ɿɸɼɸʏɸ ʈɸɼʀɸʃʔʅʆɻʆ ɼɺʀɾɽʅʀʗ ʕʃɽʂʊʈʆʅʆɺ 

Представлены результаты исследования по формированию радиального 
электронного пучка магнетронной пушкой с вторичноэмиссионным катодом. Целью 
работы являлось создание математической модели формирования радиального 
электронного пучка с энергией в десятки кэВ в спадающем магнитном поле соленоида, 
исследование зависимости характеристик тока пучка от амплитуды и распределения 
магнитного поля вдоль оси системы, изучение возможности облучения поверхности 
трубчатых изделий. В работе на основе гамильтонова формализма движения 
электронов в магнитном поле синтезировано программное средство, позволяющее 
провести численное моделирования динамики трубчатых электронных потоков в 
спадающем магнитном поле соленоида. На основе метода наименьших квадратов 
построен и реализован алгоритм преобразования массива значений магнитного поля 
вдоль оси транспортировки частиц в аналитическую дифференцируюмую функцию. 
Синтезированная функция и её производная использованы при моделировании 
движения электронов в магнитном поле магнетронной пушки. Приводятся 
результаты численного моделирования по движению трубчатого электронного 
потока. Изучено формирование его распределения при транспортировке в спадающем 
магнитном поле соленоида. Приводятся также экспериментальные данные по 
облучению пучком электронов металлических мишеней в камере пушки. Полученные 
результаты моделирования согласуются с данными эксперимента.  

Ключевые слова: магнетронная пушка, вторичноэмиссионный катод, 
электронный пучок, математическое моделирование, гистограмма, распределение 
магнитного поля. 

ʆ.ʉ. ʄɸɿʄɸʅɯʐɺɯʃɯ,  ʄ.ɻ. ʈɽʐɽʊʅʗʂ 
ʅʘʮʽʦʥʘʣʴʥʠʡ ʅʘʫʢʦʚʠʡ ʎʝʥʪʨ çʍʘʨʢʽʚʩʴʢʠʡ ʌʽʟʠʢʦ-ʊʝʭʥʽʯʥʠʡ ɯʥʩʪʠʪʫʪè 

ПЕРЕТВОРЕННЯ МАСИВУ ДАНИХ ЦИЛІНДРИЧНОГО МАГНІТНОГО ПОЛЯ 
МАГНЕТРОННОЇ ГАРМАТИ ТА ЗАДАЧА РАДІАЛЬНОГО РУХУ 

ЕЛЕКТРОНІВ 

Представлені результати досліджень щодо формування радіального 
електронного пучка в магнетронної гарматі з вторинноемісійним катодом. Ціллю 
роботи було створення математичної моделі формування радіального електронного 
пучка з енергією в десятки кеВ у магнітному полі соленоїда, дослідження залежності 
характеристик струму від амплітуди та розподілу магнітного поля вдовж осі 
системи, вивчення  можливості опромінювання поверхні трубчастих виробів. У 
роботі на основі гамільтонового формалізму руху електронів у магнітному полі 
синтезовано програмний засіб, який дозволяє провести чисельне моделювання 
динаміки трубчастих електронних потоків у спадаючому магнітному полі соленоїда. 
На основі методу найменших квадратів побудований і реалізований алгоритм 
перетворення масиву значень магнітного поля вдовж осі транспортування частин в 
аналітичну диференціюєму функцію. Синтезована функція та її похідна використана 
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при моделюванні руху електронів у магнітному полі магнетронної гармати. Приведено 
результати чисельного моделювання руху трубчастого електронного потоку. Вивчено 
формування розподілу електронів при їх транспортуванні в повздовжньому 
спадаючому магнітному полі соленоїда. Приводяться також експериментальні дані 
стосовно опромінювання пучком електронів металічних мішеней в камері гармати. 
Отримані результати моделювання узгоджуються з даними експериментів. 

Ключові слова: магнетронна гармата, вторинноемісійний катод, електронний 
пучок, математичне моделювання, гістограма, розподіл магнітного поля. 
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DATA TRANSFORMATION CYLINDRICAL MAGNETIC FIELD MAGNETRON 
GUN 

AND  THE  PROBLEM  OF  RADIAL  MOTION  OF  ELECTRONS 
 

The results of the study on the formation of a radial electron beam by a magnetron 
gun with a secondary emission cathode are presented. The aim of the work was to create the 
mathematical model of the formation of a radial electron beam with energy of tens of keV in 
the incident magnetic field of the solenoid, to study the dependence of the characteristics of 
the beam current on the amplitude and distribution of the magnetic field along the axis of the 
system, to study the possibility of irradiation of the surface of the tubular products. In the 
work on the basis of the Hamiltonian formalism of electron motion in a magnetic field, a 
software tool has been synthesized that allows to perform numerical simulations of the 
dynamics of tubular electron flows in a falling magnetic field of a solenoid. Based on the 
least-squares method, an algorithm for converting an array of magnetic field values along an 
axis of particle transport into an analytic differentiable function is constructed and 
implemented. The synthesized function and its derivative are used to model the motion of 
electrons in the magnetic field of a magnetron gun. The results of numerical modeling of the 
motion of a tubular electron flow are presented. The formation of its distribution during 
transport in the falling magnetic field of the solenoid is studied. Experimental data on 
electron beam irradiation of metal targets in the gun chamber are also given. The simulation 
results are in good agreement with the experimental data. 

Keywords: magnetron gun, secondary emission cathode, electron beam, mathematical 
modeling, histogram, magnetic field distribution. 

 
Постановка проблемы 

ɼʘʥʥʳʝ ʦ ʤʘʛʥʠʪʥʳʭ ʧʦʣʷʭ ʚ ʮʠʢʣʠʯʝʩʢʠʭ ʫʩʢʦʨʠʪʝʣʷʭ ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʷʶʪʩʷ ʚ ʚʠʜʝ 
ʤʘʩʩʠʚʦʚ ʠʟʤʝʨʝʥʥʳʭ ʦʪʩʯʝʪʦʚ ʘʤʧʣʠʪʫʜ ʧʦʣʷ ʚʜʦʣʴ ʧʨʦʜʦʣʴʥʦʡ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʳ. ʄʝʞʜʫ 
ʪʝʤ, ʧʨʠ ʨʝʰʝʥʠʠ ʟʘʜʘʯ ʦ ʜʠʥʘʤʠʢʝ ʯʘʩʪʠʮ ʥʝʦʙʭʦʜʠʤʦ ʨʝʰʘʪʴ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʘʣʴʥʳʝ 
ʫʨʘʚʥʝʥʠʷ, ʚ ʢʦʪʦʨʳʭ ʘʤʧʣʠʪʫʜʘ ʧʦʣʷ ʠ ʝʸ ʧʨʦʠʟʚʦʜʥʘʷ ʨʘʩʩʤʘʪʨʠʚʘʶʪʩʷ ʢʘʢ 
ʘʥʘʣʠʪʠʯʝʩʢʠʝ ʬʫʥʢʮʠʠ ʧʨʦʜʦʣʴʥʦʡ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʳ. ʕʪʠ ʬʫʥʢʮʠʠ ʜʦʣʞʥʳ ʦʙʣʘʜʘʪʴ 
ʩʚʦʡʩʪʚʘʤʠ ʬʫʥʢʮʠʡ ʃʘʧʣʘʩʘ, ʦʧʠʩʳʚʘʶʱʠʭ ʚ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʝ ʤʘʛʥʠʪʥʳʝ ʧʦʣʷ ʦʪ 
ʟʘʜʘʥʥʳʭ ʪʦʢʦʚ. ɺʦʟʥʠʢʘʝʪ ʟʘʜʘʯʘ ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʝʥʠʷ ʬʫʥʢʮʠʠ ʤʘʛʥʠʪʥʦʛʦ ʧʦʣʷ, 
ʧʦʣʫʯʝʥʥʦʡ ʦʧʳʪʥʳʤ ʧʫʪʝʤ ʚ ʮʠʣʠʥʜʨʠʯʝʩʢʦʡ ʩʠʩʪʝʤʝ ʚ ʚʠʜʝ ʤʘʩʩʠʚʘ ʦʪʩʯʝʪʦʚ ʚʜʦʣʴ 
ʧʨʦʜʦʣʴʥʦʡ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʳ, ʚ ʝʸ ʘʥʘʣʠʪʠʯʝʩʢʠʡ ʠ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʳʡ ʘʥʘʣʦʛ. ʕʪʘ 
ʬʫʥʢʮʠʷ ʜʦʣʞʥʘ ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʷʪʴ ʤʘʛʥʠʪʥʦʝ ʧʦʣʝ ʥʘ ʚʩʝʤ ʠʥʪʝʨʚʘʣʝ ʥʘʙʣʶʜʝʥʠʡ ʠ 
ʦʪʚʝʯʘʶʱʠʤ ʠʤ ʤʦʜʝʣʠʨʫʶʱʠʤ ʨʘʩʯʝʪʘʤ. 
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Анализ последних исследований и публикаций 
ʄʘʛʥʝʪʨʦʥʥʳʝ ʧʫʰʢʠ ʩ ʭʦʣʦʜʥʳʤʠ ʚʪʦʨʠʯʥʦʵʤʠʩʩʠʦʥʥʳʤʠ ʢʘʪʦʜʘʤʠ 

ʧʝʨʩʧʝʢʪʠʚʥʳ ʜʣʷ ʠʩʧʦʣʴʟʦʚʘʥʠʷ ʠʭ ʧʨʠ ʩʦʟʜʘʥʠʠ ʤʦʱʥʳʭ ʉɺʏ-ʧʨʠʙʦʨʦʚ, ʚ 
ʫʩʢʦʨʠʪʝʣʴʥʦʡ ʪʝʭʥʠʢʝ ʚ ʩʚʷʟʠ ʩ ʚʳʩʦʢʦʡ ʧʣʦʪʥʦʩʪʴʶ ʪʦʢʘ, ʢʦʥʩʪʨʫʢʪʠʚʥʦʡ ʧʨʦʩʪʦʪʦʡ, 
ʩʪʘʙʠʣʴʥʦʩʪʴʶ ʵʤʠʩʩʠʠ ʢʘʪʦʜʦʚ ʠ ʪ.ʜ. [1, 2]. ʅʘ ʦʩʥʦʚʝ ʤʘʛʥʝʪʨʦʥʥʦʡ ʧʫʰʢʠ ʩ 
ʚʪʦʨʠʯʥʦʵʤʠʩʩʠʦʥʥʳʤ ʢʘʪʦʜʦʤ ʙʳʣ ʩʦʟʜʘʥ ʫʩʢʦʨʠʪʝʣʴ ʵʣʝʢʪʨʦʥʦʚ, ʢʦʪʦʨʳʡ 
ʠʩʧʦʣʴʟʫʝʪ ʦʩʝʚʦʡ ʵʣʝʢʪʨʦʥʥʳʡ ʧʫʯʦʢ ʜʣʷ ʦʙʣʫʯʝʥʠʷ ʤʝʪʘʣʣʠʯʝʩʢʠʭ ʤʠʰʝʥʝʡ [3].  

 
Цель исследования 

ʆʙʲʝʢʪʦʤ ʜʘʥʥʦʡ ʨʘʙʦʪʳ ʷʚʣʷʝʪʩʷ ʠʟʤʝʨʝʥʠʝ ʧʘʨʘʤʝʪʨʦʚ ʨʘʜʠʘʣʴʥʦʛʦ 
ʵʣʝʢʪʨʦʥʥʦʛʦ ʧʫʯʢʘ ʧʨʠ ʝʛʦ ʪʨʘʥʩʧʦʨʪʠʨʦʚʢʝ ʚ ʩʧʘʜʘʶʱʝʤ ʤʘʛʥʠʪʥʦʤ ʧʦʣʝ ʩʦʣʝʥʦʠʜʘ 
ʠ ʧʦʩʪʨʦʝʥʠʝ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʝʩʢʦʡ ʤʦʜʝʣʠ ʜʚʠʞʝʥʠʷ ʵʣʝʢʪʨʦʥʥʦʛʦ ʧʦʪʦʢʘ ʚ ʦʙʣʘʩʪʠ ʩʧʘʜʘ 
ʧʦʣʷ.  

ʎʝʣʴʶ ʠʩʩʣʝʜʦʚʘʥʠʡ ʷʚʣʷʝʪʩʷ ʩʦʟʜʘʥʠʝ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʝʩʢʦʡ ʤʦʜʝʣʠ ʬʦʨʤʠʨʦʚʘʥʠʷ 
ʨʘʜʠʘʣʴʥʦʛʦ ʵʣʝʢʪʨʦʥʥʦʛʦ ʧʫʯʢʘ ʩ ʵʥʝʨʛʠʝʡ ʚ ʜʝʩʷʪʢʠ ʢʵɺ ʚ ʩʧʘʜʘʶʱʝʤ ʤʘʛʥʠʪʥʦʤ 
ʧʦʣʝ, ʠʩʩʣʝʜʦʚʘʥʠʝ ʟʘʚʠʩʠʤʦʩʪʠ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢ ʪʦʢʘ ʧʫʯʢʘ ʦʪ ʘʤʧʣʠʪʫʜʳ ʠ 
ʨʘʩʧʨʝʜʝʣʝʥʠʷ ʤʘʛʥʠʪʥʦʛʦ ʧʦʣʷ ʚʜʦʣʴ ʦʩʠ ʩʠʩʪʝʤʳ.  
 

Изложение основного материала исследования 
ɺ ʵʢʩʧʝʨʠʤʝʥʪʘʣʴʥʦʡ ʫʩʪʘʥʦʚʢʝ ʠʤʝʝʪʩʷ ʮʠʣʠʥʜʨʠʯʝʩʢʦʝ ʤʘʛʥʠʪʥʦʝ ʧʦʣʝ, 

ʟʥʘʯʝʥʠʷ ʢʦʪʦʨʦʛʦ ʟʘʜʘʥʳ ʤʘʩʩʠʚʦʤ ʜʘʥʥʳʭ. ʕʪʦʤʫ ʤʘʩʩʠʚʫ ʥʝʦʙʭʦʜʠʤʦ ʧʦʩʪʘʚʠʪʴ ʚ 
ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʠʝ ʘʥʘʣʠʪʠʯʝʩʢʫʶ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʫʶ ʬʫʥʢʮʠʶ, ʟʥʘʯʝʥʠʷ ʢʦʪʦʨʦʡ 
ʩʦʚʧʘʜʘʶʪ ʩ ʦʧʳʪʥʳʤ ʤʘʩʩʠʚʦʤ ʧʦʣʷ ʚ ʟʘʜʘʥʥʳʭ ʫʟʣʘʭ. ʇʫʩʪʴ ʵʣʝʢʪʨʦʥ ʩ ʵʥʝʨʛʠʝʡ E , 
ʜʚʠʞʫʱʠʡʩʷ ʧʘʨʘʣʣʝʣʴʥʦ (ʠʣʠ ʧʦʜ ʫʛʣʦʤ) ʦʩʠ ʥʘ ʥʝʢʦʪʦʨʦʤ ʨʘʩʩʪʦʷʥʠʠ 0r  ʦʪ ʥʝʸ, 
ʚʣʝʪʘʝʪ ʚ ʤʘʛʥʠʪʥʦʝ ʧʦʣʝ. ʊʨʝʙʫʝʪʩʷ ʧʦʩʪʨʦʠʪʴ ʫʨʘʚʥʝʥʠʝ ʜʚʠʞʝʥʠʷ ʯʘʩʪʠʮʳ ʚ 
ʤʘʛʥʠʪʥʦʤ ʧʦʣʝ ʠ ʥʘ ʦʩʥʦʚʘʥʠʠ ʨʝʰʝʥʠʷ ʫʨʘʚʥʝʥʠʷ ʜʚʠʞʝʥʠʷ ʜʣʷ ʚʳʙʨʘʥʥʳʭ 
ʤʦʤʝʥʪʦʚ ʚʨʝʤʝʥʠ t  ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʴ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʳ ʵʣʝʢʪʨʦʥʘ. 

ɼʣʷ ʧʦʩʪʨʦʝʥʠʷ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʝʩʢʦʡ ʤʦʜʝʣʠ ʨʝʰʝʥʠʷ ʚʦʩʧʦʣʴʟʫʝʤʩʷ ʘʢʩʠʘʣʴʥʦʡ 
ʩʠʤʤʝʪʨʠʝʡ ʟʘʜʘʯʠ. ʇʦʵʪʦʤʫ ʙʫʜʝʤ ʨʘʙʦʪʘʪʴ ʚ ʧʦʣʷʨʥʦʡ ʩʠʩʪʝʤʝ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ( )ϑ,, zr . 

ɻʘʤʠʣʴʪʦʥʠʘʥ ʨʘʩʩʤʘʪʨʠʚʘʝʤʦʡ ʟʘʜʘʯʠ ʚ ʥʝʡ ʠʤʝʝʪ ʚʠʜ 
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ʛʜʝ 0e , m  ï ʟʘʨʷʜ ʠ ʤʘʩʩʘ ʧʦʢʦʷ ʵʣʝʢʪʨʦʥʘ, rp , zp , ϑp  ï ʢʘʥʦʥʠʯʝʩʢʠʝ ʠʤʧʫʣʴʩʳ, A  ï 
ʤʘʛʥʠʪʥʳʡ ʧʦʪʝʥʮʠʘʣ. ɽʛʦ ʩ ʫʯʝʪʦʤ ʘʟʠʤʫʪʘʣʴʥʦʡ ʩʠʤʤʝʪʨʠʠ ʧʦʢʘ ʟʘʧʠʰʝʤ ʚ ʚʠʜʝ 

)(),( zBrfzrA = , ʛʜʝ )(zf  ï ʬʫʥʢʮʠʷ ʧʨʦʜʦʣʴʥʦʡ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʳ, ʢʦʪʦʨʦʡ ʨʘʩʧʦʨʷʜʠʤʩʷ 
ʥʠʞʝ, B  ï ʥʘʧʨʷʞʝʥʥʦʩʪʴ ʤʘʛʥʠʪʥʦʛʦ ʧʦʣʷ ʚ ʨʘʩʩʤʘʪʨʠʚʘʝʤʦʡ ʪʦʯʢʝ.  

ɺ ʛʘʤʠʣʴʪʦʥʦʚʦʡ ʬʦʨʤʝ ʫʨʘʚʥʝʥʠʷ ʜʚʠʞʝʥʠʷ ʜʣʷ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ʠ ʠʤʧʫʣʴʩʦʚ ʠʤʝʶʪ 
ʦʙʱʠʡ ʚʠʜ  ,/ rpHr ∂∂=   zpHz ∂∂= / ,  ϑϑ pH ∂∂= / ,  ,/ rHpr ∂−∂=   ,/ zHpz ∂−∂=   

./ ϑϑ ∂−∂= Hp  ɺ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʝ ʥʘʭʦʞʜʝʥʠʷ ʯʘʩʪʥʳʭ ʧʨʦʠʟʚʦʜʥʳʭ ʧʦʣʫʯʠʤ ʩʠʩʪʝʤʫ ʠʟ  
6 ʫʨʘʚʥʝʥʠʡ. ɺ ʥʝʡ ʧʝʨʝʡʜʝʤ, ʠʩʧʦʣʴʟʫʷ ʩʢʦʨʦʩʪʴ ʩʚʝʪʘ c , ʦʪ ʪʝʢʫʱʝʛʦ ʚʨʝʤʝʥʠ t  ʢ 
ʧʝʨʝʤʝʥʥʦʡ cts = , ʧʨʦʠʟʚʦʜʥʫʶ ʧʦ ʥʝʡ ʙʫʜʝʤ ʦʙʦʟʥʘʯʘʪʴ ʰʪʨʠʭʦʤ.  

ɼʣʷ ʢʘʥʦʥʠʯʝʩʢʠʭ ʠʤʧʫʣʴʩʦʚ ʦʩʫʱʝʩʪʚʠʤ ʟʘʤʝʥʫ rr Bqep 0= , zz Bqep 0= , 

ϑϑ Bqep 0= . ʇʦʩʣʝ ʧʨʝʦʙʨʘʟʦʚʘʥʠʡ ʧʨʠʭʦʜʠʤ ʢ ʩʠʩʪʝʤʝ ʫʨʘʚʥʝʥʠʡ: 
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ʚ ʢʦʪʦʨʦʡ )(zf  ï ʧʦʣʝʚʘʷ ʬʫʥʢʮʠʷ ʧʨʦʜʦʣʴʥʦʡ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʳ, dzzdf /)(  ï ʧʨʦʠʟʚʦʜʥʘʷ 
ʬʫʥʢʮʠʠ )(zf .  

 
ɺ ʫʨʘʚʥʝʥʠʷʭ (1) mcBe /0=µ , )(zBf  ï ʬʫʥʢʮʠʷ, ʦʧʠʩʳʚʘʶʱʘʷ ʥʘʧʨʷʞʝʥʥʦʩʪʴ 

ʤʘʛʥʠʪʥʦʛʦ ʧʦʣʷ ʚʜʦʣʴ ʦʩʠ z . ɸʤʧʣʠʪʫʜʫ B  ʚʳʙʠʨʘʝʤ ʪʘʢ, ʯʪʦʙʳ ʤʦʞʥʦ ʙʳʣʦ 
ʧʦʣʴʟʦʚʘʪʴʩʷ ʬʫʥʢʮʠʝʡ )(zBf  ʥʘ ʚʩʝʤ ʠʥʪʝʨʚʘʣʝ ʚʦʟʤʦʞʥʳʭ ʟʥʘʯʝʥʠʡ z .  

ʂ ʫʨʘʚʥʝʥʠʷʤ (1) ʥʝʦʙʭʦʜʠʤʦ ʧʨʠʩʦʝʜʠʥʠʪʴ ʥʘʯʘʣʴʥʳʝ ʫʩʣʦʚʠʷ ʜʣʷ 0r , 0z , 0ϑ , ʘ 
ʪʘʢʞʝ ʜʣʷ 0rq , 0zq , 0ϑq .  

ʋʩʪʦʡʯʠʚʦʩʪʴ ʘʣʛʦʨʠʪʤʘ ʨʝʰʝʥʠʷ ʩʚʷʟʘʥʘ ʩ ʰʘʛʦʤ s∆  ʨʝʰʝʥʠʷ ʠ ʧʘʨʘʤʝʪʨʦʤ µ . 
ʊʦʛʜʘ ʫʩʣʦʚʠʝ 1<<∆sµ  ʙʫʜʝʪ ʚʳʧʦʣʥʷʪʴʩʷ, ʝʩʣʠ 0001.0<<∆s  ʤ. ʀʪʘʢ, ʩ 
ʚʳʯʠʩʣʠʪʝʣʴʥʦʡ ʪʦʯʢʠ ʟʨʝʥʠʷ ʟʘʜʘʯʘ ʤʦʞʝʪ ʙʳʪʴ ʩʬʦʨʤʫʣʠʨʦʚʘʥʘ ʢʘʢ ʟʘʜʘʯʘ 
ʥʘʭʦʞʜʝʥʠʷ ʨʝʰʝʥʠʷ ʩʠʩʪʝʤʳ ʦʙʳʢʥʦʚʝʥʥʳʭ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʘʣʴʥʳʭ ʫʨʘʚʥʝʥʠʡ ʩ 
ʟʘʜʘʥʥʳʤʠ ʥʘʯʘʣʴʥʳʤʠ ʫʩʣʦʚʠʷʤʠ. ʉʬʦʨʤʫʣʠʨʦʚʘʥʥʘʷ ʟʘʜʘʯʘ ʂʦʰʠ ʤʦʞʝʪ ʙʳʪʴ 
ʨʝʰʝʥʘ, ʧʨʠ ʫʩʣʦʚʠʠ, ʯʪʦ ʦʙʝʩʧʝʯʝʥʘ ʚʦʟʤʦʞʥʦʩʪʴ ʥʘ ʢʘʞʜʦʤ ʰʘʛʝ ʠʥʪʝʛʨʠʨʦʚʘʥʠʷ 
ʫʨʘʚʥʝʥʠʡ (1) ʠʩʧʦʣʴʟʦʚʘʪʴ ʬʫʥʢʮʠʠ )(zf  ʠ dzzdf /)(  ʢʘʢ ʘʥʘʣʠʪʠʯʝʩʢʠʝ ʬʫʥʢʮʠʠ. 

ɹʣʦʢ-ʩʭʝʤʘ ʫʩʪʘʥʦʚʢʠ ʧʨʠʚʝʜʝʥʘ ʥʘ ʨʠʩ. 1. ʇʨʠ ʜʚʠʞʝʥʠʠ ʵʣʝʢʪʨʦʥʦʚ 
ʩʫʱʝʩʪʚʝʥʥʳʤ ʷʚʣʷʝʪʩʷ ʪʦ ʦʙʩʪʦʷʪʝʣʴʩʪʚʦ, ʯʪʦ ʤʘʛʥʠʪʥʦʝ ʧʦʣʝ ʚ ʧʫʰʢʝ (ʨʠʩ. 2) 
ʦʙʣʘʜʘʝʪ ʮʠʣʠʥʜʨʠʯʝʩʢʦʡ ʩʠʤʤʝʪʨʠʝʡ. ʕʪʦ ʧʦʟʚʦʣʷʝʪ ʠʩʧʦʣʴʟʦʚʘʪʴ ʩʠʩʪʝʤʫ (1) ʜʣʷ 
ʘʥʘʣʠʟʘ ʠ ʯʠʩʣʝʥʥʦʛʦ ʤʦʜʝʣʠʨʦʚʘʥʠʷ. 

 

 

 
 

 

 
Рис. 1. Блок-схема экспериментальной установки. 1 – секции 

соленоида (I, II, III, IV), 2 – вакуумный объем, 3 – высоковольтный 
импульсный генератор, 4 – изолятор, 5 – блок синхронизации,  
6 – измерительная система, 7 – центрирующий стержень, 8 – 

уплотнение, 9 – цилиндр Фарадея, 10 – генератор, А – анод, C – катод. 

 
Рис. 2.  

Типичное продольное 
распределение  

магнитного поля. 

 
ʇʫʩʪʴ ʚʜʦʣʴ ʦʩʠ z  ʟʘʜʘʥʦ ʧʨʦʜʦʣʴʥʦʝ ʨʘʩʧʨʝʜʝʣʝʥʠʝ ʤʘʛʥʠʪʥʦʛʦ ʧʦʣʷ. 

ʆʧʳʪʥʳʝ ʜʘʥʥʳʝ ʧʦʣʫʯʝʥʳ ʚ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʝ ʠʟʤʝʨʝʥʠʡ, ʩʦʛʣʘʩʥʦ ʢʦʪʦʨʳʤ ʧʦʩʪʨʦʝʥʘ 
ʪʘʙʣʠʮʘ },{ nn Hz  ʛʜʝ Nn ,...,2,1,0= . ʇʨʠʤʝʤ, ʯʪʦ ʵʪʦ ʤʘʛʥʠʪʥʦʝ ʧʦʣʝ ʩʦʟʜʘʥʦ 
ʧʦʩʣʝʜʦʚʘʪʝʣʴʥʦʡ ʩʦʚʦʢʫʧʥʦʩʪʴʶ ʠʟ M  ʚʠʨʪʫʘʣʴʥʳʭ ʩʦʣʝʥʦʠʜʦʚ ʩ ʥʘʙʦʨʦʤ ʠʟʚʝʩʪʥʳʭ 
ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʝʩʢʠʭ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢ },,{ ,2,1 mmm ZZR , ʛʜʝ Mm ,...,,2,1= , ʘ mR , mZ ,1  ʠ mZ ,2  ï 
ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʝʥʥʦ ʨʘʜʠʫʩ, ʣʝʚʘʷ ʠ ʧʨʘʚʘʷ ʛʨʘʥʠʮʘ m -ʦʛʦ ʩʦʣʝʥʦʠʜʘ ʚʜʦʣʴ ʦʩʠ z . 
ʅʝʦʙʭʦʜʠʤʦ ʚʦʩʩʪʘʥʦʚʠʪʴ (ʦʮʝʥʠʪʴ) ʟʥʘʯʝʥʠʷ }{ mh , Mm ,...,,2,1=  ʥʘʧʨʷʞʝʥʥʦʩʪʝʡ ʚ 
ʢʘʞʜʦʤ ʠʟ ʩʦʣʝʥʦʠʜʦʚ ʠ, ʦʧʠʨʘʷʩʴ ʥʘ ʥʠʭ, ʧʦʩʪʨʦʠʪʴ ʬʫʥʢʮʠʶ )(zf  ʢʦʥʬʠʛʫʨʘʮʠʠ 
ʤʘʛʥʠʪʥʦʛʦ ʧʦʣʷ. 
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ɿʘʜʘʯʘ ʪʘʢʦʛʦ ʨʦʜʘ, ʚ ʦʙʱʝʤ ʩʣʫʯʘʝ, ʦʪʥʦʩʠʪʩʷ ʢ ʯʠʩʣʫ ʥʝʢʦʨʨʝʢʪʥʳʭ ʟʘʜʘʯ. ɺ 
ʯʘʩʪʥʦʩʪʠ, ʝʩʣʠ ʢʦʣʠʯʝʩʪʚʦ ʠʟʤʝʨʝʥʠʡ N  ʧʨʝʚʦʩʭʦʜʠʪ ʯʠʩʣʦ ʩʦʣʝʥʦʠʜʦʚ M , ʪʦ 
ʪʦʯʥʦʛʦ ʨʝʰʝʥʠʷ ʤʦʞʝʪ ʥʝ ʙʳʪʴ. ʇʦʵʪʦʤʫ ʥʠʞʝ ʤʳ ʦʛʨʘʥʠʯʠʤʩʷ ʟʘʜʘʯʝʡ оценивания 
ʠʩʢʦʤʳʭ ʘʤʧʣʠʪʫʜ }{ mh . ɹʫʜʝʤ ʧʨʠ ʨʝʰʝʥʠʠ ʠʩʧʦʣʴʟʦʚʘʪʴ ʠʟʚʝʩʪʥʦʝ (ʪʦʯʥʦʝ) 
ʣʘʧʣʘʩʦʚʩʢʦʝ ʚʳʨʘʞʝʥʠʝ ʜʣʷ ʘʤʧʣʠʪʫʜʳ )(zϕ  ʤʘʛʥʠʪʥʦʛʦ ʧʦʣʷ ʘʤʧʣʠʪʫʜʦʡ h  ʥʘ ʦʩʠ 
ʦʜʥʦʛʦ ʩʦʣʝʥʦʠʜʘ ʨʘʜʠʫʩʦʤ R , ʠʤʝʶʱʝʛʦ ʣʝʚʫʶ ʠ ʧʨʘʚʫʶ ʛʨʘʥʠʮʳ 1Z  ʠ 2Z , 
ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʝʥʥʦ 
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ʪʦʛʜʘ ʤʘʛʥʠʪʥʦʝ ʧʦʣʝ )(zf , ʦʙʨʘʟʦʚʘʥʥʦʝ ʩʦʚʦʢʫʧʥʦʩʪʴʶ ʪʘʢʠʭ ʩʦʣʝʥʦʠʜʦʚ, ʤʦʞʥʦ 
ʦʧʠʩʘʪʴ ʚʳʨʘʞʝʥʠʝʤ: 
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ʛʜʝ ),,,()( 2,1 mmmmm ZZRzz ϕϕ = , ʘ },,,{ 2,1 mmmm ZZRh  ï ʘʤʧʣʠʪʫʜʘ ʧʦʣʷ ʨʘʜʠʫʩ, ʣʝʚʘʷ ʠ 
ʧʨʘʚʘʷ ʛʨʘʥʠʮʘ m-ʦʛʦ ʩʦʣʝʥʦʠʜʘ ʚʜʦʣʴ ʦʩʠ z .  

ʀʟ (3) ʤʦʞʥʦ ʧʦʣʫʯʠʪʴ ʘʥʘʣʠʪʠʯʝʩʢʦʝ ʚʳʨʘʞʝʥʠʝ ʜʣʷ ʧʨʦʠʟʚʦʜʥʦʡ dzzdf /)( . 
ʇʫʩʪʴ ʠʤʝʶʪʩʷ ʜʘʥʥʳʝ ʨʝʛʠʩʪʨʘʮʠʠ ʚ ʚʠʜʝ ʪʘʙʣʠʮʳ },{ nn Hz , ʛʜʝ Nn ,...,2,1,0=  

(ʩʤ. ʨʠʩ. 2), ʠ ʥʘ ʝʸ ʦʩʥʦʚʘʥʠʠ ʪʨʝʙʫʝʪʩʷ ʥʘʡʪʠ ʤʘʩʩʠʚ ʘʤʧʣʠʪʫʜ }{ mh  ʧʦʣʷ, ʛʜʝ 
Mm ..., ,2 ,1= , ʩ ʧʦʤʦʱʴʶ ʢʦʪʦʨʳʭ ʤʦʞʥʦ ʩʠʥʪʝʟʠʨʦʚʘʪʴ ʧʦʣʝ )(zf  ʩʦ ʩʚʦʡʩʪʚʘʤʠ 

ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʦʩʪʠ ʠ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʦʩʪʠ.  
ʉʦʧʦʩʪʘʚʣʷʷ ʠʩʧʦʣʴʟʫʝʤʳʝ ʛʨʫʧʧʳ ʜʘʥʥʳʭ, ʟʘʧʠʰʝʤ ʫʨʘʚʥʝʥʠʷ ʜʣʷ ʘʤʧʣʠʪʫʜ 

ʤʘʛʥʠʪʥʦʛʦ ʧʦʣʷ }{ mh  ʜʣʷ ʢʘʞʜʦʡ ʠʟ ʪʦʯʝʢ ʚʜʦʣʴ ʦʩʠ z : ,)(
1 n

M

m nmm Hzh =∑ =
ϕ  

.,...,1,0 Nn =  ʕʪʦ ʚʳʨʘʞʝʥʠʝ ʷʚʣʷʝʪʩʷ ʩʠʩʪʝʤʦʡ ʠʟ ( 1+N ) ʣʠʥʝʡʥʳʭ ʥʝʦʜʥʦʨʦʜʥʳʭ 
ʫʨʘʚʥʝʥʠʡ ʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʦ M  ʠʩʢʦʤʳʭ ʚʝʣʠʯʠʥ }{ mh . ɺ ʟʘʚʠʩʠʤʦʩʪʠ ʦʪ ʟʥʘʯʝʥʠʡ 
( 1+N ) ʠ M  ʪʘʢʘʷ ʩʠʩʪʝʤʘ ʤʦʞʝʪ ʙʳʪʴ ʩʦʚʤʝʩʪʥʦʡ, ʧʝʨʝʧʦʣʥʝʥʥʦʡ ʠʣʠ 
ʥʝʜʦʧʦʣʥʝʥʥʦʡ, ʧʦʵʪʦʤʫ ʚ ʦʙʱʝʤ ʩʣʫʯʘʝ ʝʸ ʪʦʯʥʦʝ ʨʝʰʝʥʠʝ ʤʦʞʝʪ ʦʪʩʫʪʩʪʚʦʚʘʪʴ. 
ʇʦʵʪʦʤʫ ʚ ʢʘʯʝʩʪʚʝ ʨʝʰʝʥʠʷ ʙʫʜʝʤ ʨʘʩʩʤʘʪʨʠʚʘʪʴ оценку ʟʥʘʯʝʥʠʡ ʚʝʣʠʯʠʥ }{ mh .  

ʇʨʠʤʝʥʠʤ ʠʟʚʝʩʪʥʳʡ ʤʝʪʦʜ ʥʘʠʤʝʥʴʰʠʭ ʢʚʘʜʨʘʪʦʚ (ʄʅʂ), ʥʘ ʦʩʥʦʚʘʥʠʠ 
ʢʦʪʦʨʦʛʦ ʚ ʢʘʯʝʩʪʚʝ ʨʝʰʝʥʠʷ ʧʨʠʤʝʤ ʪʦ, ʢʦʪʦʨʦʝ ʥʘʠʣʫʯʰʠʤ ʦʙʨʘʟʦʤ ʧʨʠʙʣʠʞʘʝʪʩʷ ʢ 
ʪʦʯʥʦʤʫ ʨʝʰʝʥʠʶ ʚ ʩʤʳʩʣʝ ʝʛʦ ʥʘʠʤʝʥʴʰʝʛʦ ʩʨʝʜʥʝʢʚʘʜʨʘʪʠʯʥʦʛʦ ʫʢʣʦʥʝʥʠʷ. ɺ 

ʨʘʤʢʘʭ ʄʅʂ ʧʦʩʪʨʦʠʤ ʬʫʥʢʮʠʦʥʘʣ [ ]∑ ∑= =
−=

N

n

M

m nnmmM HzhhhhQ
0

2

121 )(),...,,( ϕ  ʠ 

ʧʦʪʨʝʙʫʝʤ, ʯʪʦʙʳ ʚ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʝ ʧʝʨʝʤʝʥʥʳʭ }{ mh  ʬʫʥʢʮʠʦʥʘʣ Q  ʜʦʩʪʠʛʘʣ 
ʤʠʥʠʤʫʤʘ: .min),...,,( 21 hMhhhQ →  ʋʩʣʦʚʠʝ ʤʠʥʠʤʫʤʘ ʧʨʠʚʦʜʠʪ ʢ ʩʠʩʪʝʤʝ ʫʨʘʚʥʝʥʠʡ 

0/),...,,( 21 =∂∂ mM hhhhQ , ...., ,2 ,1 Mm =  ɺ ʵʪʦʡ ʩʠʩʪʝʤʝ ʧʦʩʣʝ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʦʚʘʥʠʷ ʧʦ 
ʢʘʞʜʦʡ ʠʟ }{ mh  ʧʦʣʫʯʠʤ ʥʘʙʦʨ ʣʠʥʝʡʥʳʭ ʫʨʘʚʥʝʥʠʡ ʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʦ ʢʦʤʧʦʥʝʥʪ 
ʠʩʢʦʤʦʛʦ ʚʝʢʪʦʨʘ Vh , ʢʦʪʦʨʳʡ ʟʘʧʠʰʝʤ ʚ ʚʠʜʝ BAh =V . ɿʜʝʩʴ A  ï ʤʘʪʨʠʮʘ ʩ 

112









mailto:mazmanishvili@gmail.com






ПРИКЛАДНІ ПИТАННЯ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ Т. 3, № 1, 2020  

10.32782/2618-0340/2020.1-3.12 

testing computer experiments, that using as the interpolation functions the roots of n power from the 
polynomial’s of the same power is the effective instrument for describing the boundary trajectories of 
short-focus electron beams in ionized gas. The obtained results are very important for the solution the 
practical task of defining the focal parameters of electron beams, generated by the electron sources, 
based on the high voltage glow discharge.  

Keywords: electron beam, interpolation, arithmetic-logic expression, class of algebraic functions. 
 

Постановка проблеми 
ʉʴʦʛʦʜʥʽ ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʦ-ʧʨʦʤʝʥʝʚʽ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʾ ʟʥʘʭʦʜʷʪʴ ʰʠʨʦʢʝ ʚʧʨʦʚʘʜʞʝʥʥʷ ʫ 

ʨʽʟʥʠʭ ʛʘʣʫʟʷʭ ʧʨʦʤʠʩʣʦʚʦʩʪʽ, ʟʦʢʨʝʤʘ ʫ ʤʘʰʠʥʦʙʫʜʫʚʘʥʥʽ, ʘʚʽʦʙʫʜʫʚʘʥʥʽ, ʢʦʩʤʽʯʥʽʡ 
ʽʥʜʫʩʪʨʽʾ, ʘ ʪʘʢʦʞ ʚ ʧʨʠʣʘʜʦʙʫʜʫʚʘʥʥʽ ʪʘ ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʽʡ ʧʨʦʤʠʩʣʦʚʦʩʪʽ. ʎʝ ʧʦʚôʷʟʘʥʦ ʟ 
ʪʘʢʠʤʠ ʥʝʩʫʤʣʽʥʥʠʤʠ ʧʝʨʝʚʘʛʘʤʠ ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʦ-ʧʨʦʤʝʥʝʚʠʭ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʡ, ʷʢ ʚʠʩʦʢʘ ʟʘʛʘʣʴʥʘ 
ʪʘ ʧʠʪʦʤʘ ʧʦʪʫʞʥʽʩʪʴ ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʦʛʦ ʧʫʯʢʘ, ʧʨʦʩʪʦʪʘ ʢʝʨʫʚʘʥʥʷ ʡʦʛʦ ʧʨʦʩʪʦʨʦʚʠʤʠ 
ʧʘʨʘʤʝʪʨʘʤʠ ʟ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷʤ ʝʣʝʢʪʨʠʯʥʠʭ ʪʘ ʤʘʛʥʽʪʥʠʭ ʧʦʣʽʚ, ʧʨʦʩʪʦʪʘ ʢʝʨʫʚʘʥʥʷ 
ʧʦʪʫʞʥʽʩʪʶ ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʠʭ ʧʫʯʢʽʚ ʛʘʟʦʜʠʥʘʤʽʯʥʠʤ ʪʘ ʝʣʝʢʪʨʠʯʥʠʤ ʩʧʦʩʦʙʦʤ [1ï4].  

 
Аналіз останніх досліджень та публікацій 

ʆʙʨʦʙʢʘ ʤʘʪʝʨʽʘʣʽʚ ʟ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷʤ ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʠʭ ʧʫʯʢʽʚ ʚ ʽʤʧʫʣʴʩʥʦʤʫ ʨʝʞʠʤʽ 
ʜʦʟʚʦʣʷʻ ʦʪʨʠʤʫʚʘʪʠ ʥʦʚʽ ʨʝʯʦʚʠʥʠ ʟ ʫʥʽʢʘʣʴʥʠʤʠ ʬʽʟʠʯʥʠʤʠ ʚʣʘʩʪʠʚʦʩʪʷʤʠ, ʽ ʮʝʡ 
ʥʘʧʨʷʤʦʢ ʥʘʫʢʦʚʠʭ ʪʘ ʽʥʞʝʥʝʨʥʠʭ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʴ ʻ ʚʢʨʘʡ ʧʝʨʩʧʝʢʪʠʚʥʠʤ ʜʣʷ ʨʦʟʚʠʪʢʫ 
ʩʫʯʘʩʥʠʭ ʥʘʥʦʪʝʭʥʦʣʦʛʽʡ ʪʘ ʚʠʨʦʙʥʠʮʪʚʘ ʥʘʥʦʤʘʪʝʨʽʘʣʽʚ [5]. ʉʴʦʛʦʜʥʽ ʧʝʨʩʧʝʢʪʠʚʥʠʤʠ 
ʥʘʧʨʷʤʢʘʤʠ ʨʦʟʚʠʪʢʫ ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʦ-ʧʨʦʤʝʥʝʚʠʭ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʡ ʻ ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʦ-ʧʨʦʤʝʥʝʚʝ 
ʟʚʘʨʶʚʘʥʥʷ ʪʘ ʧʘʷʥʥʷ ʚʠʨʦʙʽʚ, ʥʘʥʝʩʝʥʥʷ ʤʝʪʘʣʝʚʠʭ ʪʘ ʢʦʤʧʦʟʠʪʥʠʭ ʧʦʢʨʠʪʪʽʚ, 
ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʦ-ʧʨʦʤʝʥʝʚʝ ʧʣʘʚʣʝʥʥʷ ʤʝʪʘʣʽʚ ʪʘ ʥʝʤʝʪʘʣʝʚʠʭ ʤʘʪʝʨʽʘʣʽʚ, ʘ ʪʘʢʦʞ ʧʨʝʮʠʟʽʡʥʘ 
ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʦ-ʧʨʦʤʝʥʝʚʘ ʦʙʨʦʙʢʘ ʨʝʯʦʚʠʥʠ, ʟʦʢʨʝʤʘ ʩʫʯʘʩʥʽ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʾ ʬʦʨʤʫʚʘʥʥʷ 
ʩʢʣʘʜʥʠʭ ʪʨʠʚʠʤʽʨʥʠʭ ʧʦʚʝʨʭʦʥʴ [6]. ʋ ʪʘʙʣ. 1 ʥʘʚʝʜʝʥʽ ʧʘʨʘʤʝʪʨʠ ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʠʭ ʧʫʯʢʽʚ, 
ʷʢʽ ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʶʪʴʩʷ ʩʴʦʛʦʜʥʽ ʜʣʷ ʨʽʟʥʠʭ ʧʨʦʮʝʩʽʚ ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʦ-ʧʨʦʤʝʥʝʚʠʭ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʡ 
[1ï4]. 

 
ʊʘʙʣʠʮʷ 1  

ʇʘʨʘʤʝʪʨʠ ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʠʭ ʧʫʯʢʽʚ, ʷʢʽ ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʶʪʴʩʷ ʜʣʷ ʨʽʟʥʠʭ ʧʨʦʮʝʩʽʚ 
ʩʫʯʘʩʥʠʭ ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʦ-ʧʨʦʤʝʥʝʚʠʭ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʡ 

ʊʝʭʥʦʣʦʛ̔ ʯʥʠʡ 
ʧʨʦʮʝʩ 

ʇʨʠʩʢʦʨʶʚʘʣʴʥʘ 
ʥʘʧʨʫʛʘ Uʧʨ, ʢɺ 

ʉʪʨʫʤ 
ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʦʛʦ 
ʧʫʯʢʘ Iʧ, A 

ʌʦʢʘʣʴʥʠʡ 
ʜʽʘʤʝʪʨ 
ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʦʛʦ 
ʧʫʯʢʘ dʝʧ, ʤʤ 

ɿʘʛʘʣʴʥʘ 
ʧʦʪʫʞʥʽʩʪʴ 
ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʦʛʦ 
ʧʫʯʢʘ  Pʝʧ, ɺʪ 

ʇʠʪʦʤʘ 
ʧʦʪʫʞʥʽʩʪʴ 
ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʦʛʦ 
ʧʫʯʢʘ  Pʝʧ, 
ɺʪ/ʩʤ2 

ʇʣʘʚʣʝʥʥ  ̫ 15 ï 40 1 ï 40 10 ï 50 104 ï 107 103 ï 104 
ɿʚʘʨʶʚʘʥʥ  ̫ 15 ï 175 0,01 ï1 0,1 ï 5 102 ï 105 105 ï 107 
ɺʠʧʘʨʦʚʫʚʘʥʥ  ̫ 10 ï 40 0,1 ï 10 3 ï 30 5Ā102 ï5Ā105 103 ï 104 
ʈʦʟʤʽʨʥʘ 
ʦʙʨʦʙʢʘ 20 ï 150 10-3 ï 10-2 5Ā10-4  ï 0,1 10 ï103 105 ï 109 

 
ʉʴʦʛʦʜʥʽ ʽʥʞʝʥʝʨʥʘ ʨʦʟʨʦʙʢʘ ʜʞʝʨʝʣ ʝʣʝʢʪʨʦʥʽʚ, ʧʨʠʟʥʘʯʝʥʠʭ ʜʣʷ ʟʘʩʪʦʩʫʚʘʥʥʷ ʚ 

ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʦ-ʧʨʦʤʝʥʝʚʠʭ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʷʭ, ʟʘʛʘʣʦʤ ʧʨʦʚʦʜʠʪʴʩʷ ʟʘ ʜʚʦʤʘ ʛʦʣʦʚʥʠʤʠ 
ʥʘʧʨʷʤʢʘʤʠ. ʇʝʨʰʠʡ ʟ ʥʠʭ ʧʦʚôʷʟʘʥʠʡ ʽʟ ʧʦʜʘʣʴʰʠʤ ʫʜʦʩʢʦʥʘʣʝʥʥʷʤ ʢʦʥʩʪʨʫʢʮʽʡ 
ʪʨʘʜʠʮʽʡʥʠʭ ʜʞʝʨʝʣ ʝʣʝʢʪʨʦʥʽʚ ʽʟ ʨʦʟʞʘʨʶʚʘʥʠʤʠ ʢʘʪʦʜʘʤʠ [1ï3], ʘ ʜʨʫʛʠʡ ʦʨʽʻʥʪʦʚʘʥʠʡ 
ʥʘ ʨʦʟʨʦʙʢʫ ʜʞʝʨʝʣ ʝʣʝʢʪʨʦʥʽʚ, ʨʦʙʦʪʘ ʷʢʠʭ ʦʩʥʦʚʘʥʘ ʥʘ ʥʦʚʽʪʥʽʭ ʬʽʟʠʯʥʠʭ ʧʨʠʥʮʠʧʘʭ, 
ʟʦʢʨʝʤʘ ʥʘ ʝʤʽʩʽʾ ʟʘʨʷʜʞʝʥʠʭ ʯʘʩʪʠʥʦʢ ʟ ʽʦʥʽʟʦʚʘʥʦʛʦ ʛʘʟʫ ʪʘ ʧʣʘʟʤʠ [4, 7 ï 9]. ʉʝʨʝʜ ʪʘʢʠʭ 
ʜʞʝʨʝʣ ʝʣʝʢʪʨʦʥʽʚ ʦʢʨʝʤʝ ʤʽʩʮʝ ʟʘʡʤʘʶʪʴ ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʽ ʛʘʨʤʘʪʠ ʥʘ ʦʩʥʦʚʽ ʚʠʩʦʢʦʚʦʣʴʪʥʦʛʦ 
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ʨʦʟʛʣʷʜʘʣʘʩʴ ʫ ʨʦʙʦʪʘʭ [14, 15] ʪʘ ʤʦʞʝ ʙʫʪʠ ʟʘʧʠʩʘʥʘ ʫ ʚʠʛʣʷʜʽ ʥʘʩʪʫʧʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ 
ʘʣʛʝʙʨʦ-ʜʠʬʝʨʝʥʮʽʘʣʴʥʠʭ ʨʽʚʥʷʥʴ [14, 15]: 

 

𝑛𝑖0 = √𝜋𝑟ʧ2𝐵𝑖𝑝𝑛𝑒�
𝑀𝜀0𝑛𝑒
𝑚𝑒𝑈ʧʨ

exp �− 𝑈ʧʨ

𝜀0𝑛𝑒𝑟ʧ
2� ; 𝑓 = 𝑛𝑒

𝑛𝑖0−𝑛𝑒
;𝐶 = 𝐼п�1−𝑓−β2�

4πε0�
2𝑒
𝑚𝑒

𝑈пр
3 2⁄

; 

  𝑑2𝑟п
𝑑𝑧2

= 𝐶
𝑟п

;   θ = 𝑑𝑟п
𝑑𝑧

+ θ𝑠;   𝑛𝑒 = 𝐼п
𝜋𝑟п2

; 𝑣𝑒 = �
2𝑒𝑈пр
𝑚𝑒

;            (3) 

  tan �ɗmin
2
�= 10−4𝑍𝑎

4 3⁄

2ɔɓ2
;  tan �ɗmax

2
� = 𝑍𝑎

3 2⁄

2ɔɓ2
;   ɗ

2
= 8ˊ𝑟ʧ

2𝑛𝑍𝑎2𝑑𝑧
ɓ4ɔ2

ln �ɗmax
ɗmin

� ; ɔ = �1 − 𝑣𝑒2

𝑐2
, 

 
ʜʝ Iʧ ï ʩʪʨʫʤ ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʦʛʦ ʧʫʯʢʘ, rʧ ï ʨʘʜʽʫʩ ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʦʛʦ ʧʫʯʢʘ, Uʧʨ ï ʧʨʠʩʢʦʨʶʚʘʣʴʥʘ ʥʘʧʨʫʛʘ, 
f ï ʨʽʚʝʥʴ ʽʦʥʽʟʘʮʽ  ʾʟʘʣʠʰʢʦʚʦʛʦ ʛʘʟʫ, ne ï ʢʦʥʮʝʥʪʨʘʮʽʷ ʝʣʝʢʪʨʦʥʽʚ ʧʫʯʢʘ, ni0 ï ʢʦʥʮʝʥʪʨʘʮʽʷ ʽʦʥʽʚ 
ʟʘʣʠʰʢʦʚʦʛʦ ʛʘʟʫ ʥʘ ʦʩʽ ʩʠʤʝʪʨʽʾ ʧʫʯʢʘ, me ï ʤʘʩʘ ʝʣʝʢʪʨʦʥʘ, Ů0 ï ʜʽʝʣʝʢʪʨʠʯʥʘ ʩʪʘʣʘ, ɓ = 𝑣𝑒 𝑐⁄  ï 
ʚʽʜʥʦʰʝʥʥ  ̫ʫʩʝʨʝʜʥʝʥʦʾ ʰʚʠʜʢʦʩʪ  ̔ʝʣʝʢʪʨʦʥʽʚ ʧʫʯʢʘ 𝑣𝑒 ʜʦ ʰʚʠʜʢʦʩʪʽ ʩʚʽʪʣʘ c, ɗmin ʪʘ ɗmax ï 
ʤʽʥʽʤʘʣʴʥʠʡ ʪʘ ʤʘʢʩʠʤʘʣʴʥʠʡ ʢʫʪ ʨʦʟʩʽʶʚʘʥʥʷ ʝʣʝʢʪʨʦʥʽʚ ʥʘ ʘʪʦʤʘʭ ʟʘʣʠʰʢʦʚʦʛʦ ʛʘʟʫ 
ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʦ, 𝑍𝑎 ï ʟʘʨʷʜ ʷʜʨʘ ʘʪʦʤʽʚ ʟʘʣʠʰʢʦʚʦʛʦ ʛʘʟʫ, n ï ʢʦʥʮʝʥʪʨʘʮʽʷ ʘʪʦʤʽʚ ʟʘʣʠʰʢʦʚʦʛʦ 
ʛʘʟʫ, dz ï ʜʦʚʞʠʥʘ ʧʨʦʙʽʛʫ ʝʣʝʢʪʨʦʥʽʚ ʫ ʧʦʟʜʦʚʞʥʴʦʤʫ ʥʘʧʨʷʤʢʫ ʥʘ ʧʦʪʦʯʥʽʡ ʽʪʝʨʘʮʽʾ, ɗ ï 
ʩʝʨʝʜʥʽʡ ʢʫʪ ʨʦʟʩʽʶʚʘʥʥʷ ʝʣʝʢʪʨʦʥʽʚ ʧʫʯʢʘ, ɔ ï ʨʝʣʷʪʠʚʽʩʪʩʴʢʠʡ ʬʘʢʪʦʨ, 𝑝 ï ʪʠʩʢ 
ʟʘʣʠʰʢʦʚʦʛʦ ʛʘʟʫ, 𝐵𝑖 ï ʨʽʚʝʥʴ ʽʦʥʽʟʘʮʽʾ ʛʘʟʫ. 

ʋ ʨʦʙʦʪʘʭ [14, 15] ʨʦʟʚôʷʟʫʚʘʣʦʩʴ ʫʩʢʣʘʜʥʝʥʝ ʟʘʚʜʘʥʥʷ ʥʝʣʽʥʽʡʥʦʾ ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʦʾ 
ʦʧʪʠʢʠ, ʦʩʢʽʣʴʢʠ ʨʦʟʛʣʷʜʘʣʦʩʴ ʧʨʦʚʝʜʝʥʥʷ ʢʦʨʦʪʢʦʬʦʢʫʩʥʦʛʦ ʧʫʯʢʘ ʯʝʨʝʟ ʮʠʣʽʥʜʨʠʯʥʠʡ 
ʢʘʥʘʣ ʟ ʦʙʤʝʞʝʥʠʤ ʧʝʨʝʪʠʥʦʤ ʟʘ ʫʤʦʚʠ ʟʘʙʝʟʧʝʯʝʥʥʷ ʥʝʦʙʭʽʜʥʦʛʦ ʧʝʨʝʧʘʜʫ ʪʠʩʢʫ ʤʽʞ 
ʨʦʟʨʷʜʥʦʶ ʪʘ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʯʥʦʶ ʢʘʤʝʨʦʶ. ʊʦʙʪʦ, ʟʘʧʠʩʘʥʘ ʩʠʩʪʝʤʘ ʨʽʚʥʷʥʴ (3) ʻ ʩʧʨʦʱʝʥʦʶ 
ʪʘ ʤʦʞʝ ʙʫʪʠ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʘ ʣʠʰʝ ʜʣʷ ʚʠʧʘʜʢʫ, ʢʦʣʠ ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʠʡ ʧʫʯʦʢ ʪʨʘʥʩʧʦʨʪʫʻʪʴʩʷ ʚ 
ʽʦʥʽʟʦʚʘʥʦʤʫ ʟʘʣʠʰʢʦʚʦʤʫ ʛʘʟʽ ʟʘ ʫʤʦʚʠ ʦʜʥʘʢʦʚʦʛʦ ʪʠʩʢʫ. ʈʝʟʫʣʴʪʘʪʠ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ 
ʛʨʘʥʠʯʥʦʾ ʪʨʘʻʢʪʦʨʽʾ ʝʣʝʢʪʨʦʥʥʦʛʦ ʧʫʯʢʘ ʟ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷʤ ʩʠʩʪʝʤʠ ʨʽʚʥʷʥʴ (3), ʥʘʚʝʜʝʥʽ ʫ 
ʛʨʘʬʽʯʥʦʤʫ ʚʠʛʣʷʜʽ ʥʘ ʨʠʩ. 1. ɼʣʷ ʨʦʟʚôʷʟʫʚʘʥʥʷ ʩʠʩʪʝʤʠ (3) ʙʫʚ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʠʡ 
ʽʪʝʨʘʮʽʡʥʠʡ ʘʣʛʦʨʠʪʤ, ʦʧʠʩʘʥʠʡ ʚ ʨʦʙʦʪʘʭ [14, 15].  

 

 
Рис. 1. Отримані результати моделювання граничної траєкторії електронного пучка для різної 

прискорювальної напруги. Фізичні умови: робочий газ – азот, тиск у технологічній камері – 0,1 Па, 
струм пучка – 0,5 Па. 

 
ɿ ʦʪʨʠʤʘʥʠʭ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʽʚ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ, ʥʘʚʝʜʝʥʠʭ ʥʘ ʨʠʩ. 1, ʚʠʜʥʦ, ʱʦ ʟʘʣʝʞʥʦʩʪʽ 

r(h) ʤʘʶʪʴ ʷʨʫʞʥʠʡ ʭʘʨʘʢʪʝʨ ʟ ʛʣʦʙʘʣʴʥʠʤ ʤʽʥʽʤʫʤʦʤ ʥʘ ʣʽʥʽʾ ʬʦʢʫʩʫ ʧʫʯʢʘ hʬ, ʘ ʟʘ 
ʤʝʞʘʤʠ ʬʦʢʘʣʴʥʦʾ ʦʙʣʘʩʪʽ ʮʽ ʟʘʣʝʞʥʦʩʪʽ ʥʘʙʣʠʞʘʶʪʴʩʷ ʜʦ ʣʽʥʽʡʥʠʭ. ʈʦʟʛʣʷʥʝʤʦ ʨʽʟʥʽ 
ʩʧʦʩʦʙʠ ʽʥʪʝʨʧʦʣʷʮʽʾ ʪʘʢʠʭ ʟʘʣʝʞʥʦʩʪʝʡ ʪʘ ʧʨʦʚʝʜʝʤʦ ʦʮʽʥʢʠ ʪʦʯʥʦʩʪʽ ʽʥʪʝʨʧʦʣʷʮʽʾ.  
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Рис. 1.  Вікно обробки потоку текстових даних в Apache Spark Streaming. 
 

Мета дослідження 
ʄʝʪʦʶ ʜʘʥʦʛʦ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʻ ʨʦʟʨʦʙʢʘ ʘʨʭʽʪʝʢʪʫʨʠ ʪʘ ʨʝʘʣʽʟʘʮʽʷ ʧʨʦʛʨʘʤʥʦʛʦ 

ʟʘʙʝʟʧʝʯʝʥʥʷ ʩʠʩʪʝʤʠ ʘʥʘʣʽʟʫ ʪʝʢʩʪʦʚʠʭ ʧʦʪʦʢʽʚ ʜʘʥʠʭ. 
 

Викладення основного матеріалу дослідження 
 
Опис математичної моделі потоку текстових даних на основі ковзного 

вікна. ʇʽʜ ʪʝʢʩʪʦʚʠʤ ʧʦʪʦʢʦʤ ʜʘʥʠʭ ʨʦʟʫʤʽʻʤʦ ʥʝʩʢʽʥʯʝʥʥʠʡ ʧʦʪʽʢ ʜʘʥʠʭ, ʷʢʽ 
ʥʘʜʭʦʜʷʪʴ ʟ ʦʜʥʦʛʦ ʘʙʦ ʜʝʢʽʣʴʢʦʭ ʜʞʝʨʝʣ, ʜʝ ʧʘʨʘ (dj; tj) ʚʠʟʥʘʯʘʻ, ʱʦ ʪʝʢʩʪʦʚʝ 
ʧʦʚʽʜʦʤʣʝʥʥʷ dj ʦʪʨʠʤʘʥʦ ʚ ʪʦʯʮʽ ʯʘʩʫ tj.  

ʅʘ ʨʠʩ. 1 ʪʘ ʨʠʩ. 2 ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʝʥʦ ʧʨʠʢʣʘʜ ʚʽʢʦʥʥʦʛʦ ʧʨʦʮʝʩʫ ʦʙʨʦʙʢʠ ʜʘʥʠʭ. 
çʂʦʚʟʥʝ ʚʽʢʥʦè (Sliding Window) ï ʯʘʩʦʚʝ ʚʽʢʥʦ ʟ ʧʝʚʥʠʤ ʟʩʫʚʦʤ. ʗʢʱʦ ʯʘʩʦʚʠʡ 
ʽʥʪʝʨʚʘʣ ʤʽʞ ʯʘʩʦʚʠʤʠ ʚʽʜʤʽʪʢʘʤʠ ʜʦʨʽʚʥʶʻ 1 ʩʝʢʫʥʜʽ, ʽʥʪʝʨʚʘʣ ʚʽʢʥʘ ʩʢʣʘʜʝ 3 ʩ., ʘ 
ʽʥʪʝʨʚʘʣ ʟʩʫʚʫ ʩʢʣʘʜʝ 2 ʩ. 

ʄʘʪʝʤʘʪʠʯʥʘ ʤʦʜʝʣʴ ʧʦʪʦʢʫ ʜʘʥʠʭ ʥʘʚʦʜʠʪʴʩʷ ʥʘ ʨʠʩ. 2. 
 

 
Рис. 2. Візуалізація елементів моделі потоку текстових даних. 

 
ɺʽʢʥʦ Wi  ʻ ʯʘʩʦʚʠʤ ʽʥʪʝʨʚʘʣʦʤ ʬʽʢʩʦʚʘʥʦʛʦ ʨʦʟʤʽʨʫ δ, ʱʦ ʧʦʯʠʥʘʻʪʴʩʷ ʚ ʪʦʯʮʽ i. 

ɺʽʢʥʦ Wi ʤʽʩʪʠʪʴ ʜʦʢʫʤʝʥʪʠ ʧʦʪʦʢʫ ʜʘʥʠʭ ʟʘ ʽʥʪʝʨʚʘʣ ʯʘʩʫ [i..i+δ]. 
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ʇʦʟʥʘʯʠʤʦ C={c1,c2,éc|C|} ï ʤʥʦʞʠʥʫ ʤʦʞʣʠʚʠʭ ʢʣʘʩʽʚ (çʥʝʛʘʪʠʚʥʝè, 
çʧʦʟʠʪʠʚʥʝè, çʥʝʡʪʨʘʣʴʥʝè ʧʦʚʽʜʦʤʣʝʥʥʷ).  

ʅʘ ʨʠʩ. 2 ʥʘʚʝʜʝʥʦ ʧʨʠʢʣʘʜ ʬʦʨʤʫʚʘʥʥʷ ʢʦʚʟʥʦʛʦ ʚʽʢʥʘ ʧʨʠ ʥʘʜʭʦʜʞʝʥʥʽ 
ʜʦʢʫʤʝʥʪʽʚ ʚ ʧʦʪʽʢ ʟʽ ʰʚʠʜʢʽʩʪʶ 1 ʜʦʢʫʤʝʥʪ/ʩ. ʊʘʢ ʚʽʢʥʦ W0 ʤʽʩʪʠʪʴ ʜʦʢʫʤʝʥʪʠ ʚʽʜ ID=1 
ʜʦ ID=11, ʘ W2, ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʦ, ʜʦʢʫʤʝʥʪʠ ʚʽʜ ID=3 ʜʦ ID=13.  

 

 

Рис. 3. Використання ковзного вікна для аналізу потоку текстових даних. 

ʋ ʷʢʦʩʪʽ ʢʣʘʩʠʬʽʢʘʪʦʨʘ ʦʢʨʝʤʠʭ ʪʝʢʩʪʦʚʠʭ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʙʫʣʦ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʦ ʤʝʪʦʜʠ 
Gradient Boosting Tree ʪʘ Random Forest, ʱʦ ʧʦʢʘʟʘʣʠ ʥʘʡʚʠʱʫ ʪʦʯʥʽʩʪʴ ʫ 79,42% ʪʘ 
75,74% ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʦ ʥʘ ʥʘʚʯʘʣʴʥʽʡ ʚʠʙʽʨʮʽ [7].  

Виявлення аномалій в потоках текстових даних. ʇʽʜʭʽʜ ʜʦ ʚʠʷʚʣʝʥʥʷ 
ʘʥʦʤʘʣʽʡ ʚʞʝ ʙʫʚ ʦʧʠʩʘʥʠʡ ʚ ʩʪʘʪʪʽ [1]. ʇʽʜʭʽʜ ʙʫʜʫʻʪʴʩʷ ʥʘ ʚʠʢʦʥʘʥʥʽ ʧʦʧʝʨʝʜʥʴʦʾ 
ʦʙʨʦʙʢʠ ʪʝʢʩʪʫ, ʨʝʬʝʨʫʚʘʥʥʽ ʪʝʢʩʪʫ, ʧʦʙʫʜʦʚʠ BOW ʪʘ ʚʠʟʥʘʯʝʥʥʷ ʦʟʥʘʢ TF-IDF. ɺ ʪʦʡ 
ʞʝ ʯʘʩ ʚ ʋʢʨʘʾʥʽ ʜʦʩʠʪʴ ʯʘʩʪʦ ʟʫʩʪʨʽʯʘʻʪʴʩʷ ʩʠʪʫʘʮʽʷ, ʢʦʣʠ ʚ ʤʝʞʘʭ ʦʜʥʦʛʦ ʧʦʪʦʢʫ 
ʪʝʢʩʪʦʚʠʭ ʜʘʥʠʭ (ʢʦʤʝʥʪʘʨʽ ʪʘ ʧʦʚʽʜʦʤʣʝʥʥʷ ʥʘ ʩʘʡʪʘʭ, ʩʦʮʽʘʣʴʥʠʭ ʤʝʨʝʞʘʭ, 
ʧʦʚʽʜʦʤʣʝʥʥʷ ʚ ʛʨʫʧʘʭ ʤʝʩʝʥʜʞʝʨʽʚ) ʟʫʩʪʨʽʯʘʶʪʴʩʷ ʧʦʚʽʜʦʤʣʝʥʥʷ ʨʽʟʥʠʤʠ ʤʦʚʘʤʠ: 
ʥʘʡʯʘʩʪʽʰʝ ʫʢʨʘʾʥʩʴʢʦʶ ʪʘ ʨʦʩʽʡʩʴʢʦʶ. ɯ ʪʦʤʫ ʥʝʦʙʭʽʜʥʦ ʚʨʘʭʫʚʘʪʠ ʜʘʥʫ ʩʠʪʫʘʮʽʶ ʧʨʠ 
ʦʙʨʦʙʮʽ ʪʝʢʩʪʦʚʠʭ ʧʦʪʦʢʽʚ. 
 

Архітектура програмного забезпечення Системи. ɺ ʧʨʦʮʝʩʽ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ 
ʚʠʜʽʣʝʥʦ 4 ʧʽʜʩʠʩʪʝʤʠ.  

1. Підсистема збору та транспортування повідомлень потоків даних. 
ʆʩʥʦʚʥʠʡ ʧʨʦʛʨʘʤʥʠʡ ʢʦʤʧʦʥʝʥʪ ʧʽʜʩʠʩʪʝʤʠ ï ʩʝʨʚʽʩ ʧʦʚʽʜʦʤʣʝʥʴ Kafka, ʱʦ 
ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʻʪʴʩʷ ʜʣʷ ʦʙʨʦʙʢʠ ʧʦʪʦʢʽʚ ʜʘʥʠʭ, ʩʝʨʚʽʩʽʚ ʚ ʨʝʞʠʤʽ ʨʝʘʣʴʥʦʛʦ 
ʯʘʩʫ. Kafka ʧʽʜʪʨʠʤʫʻ ʛʦʨʠʟʦʥʪʘʣʴʥʝ ʤʘʩʰʪʘʙʫʚʘʥʥʷ, ʧʽʜʪʨʠʤʫʻ 
ʚʽʜʤʦʚʦʩʪʽʡʢʽʩʪʴ.  

2. Підсистема аналізу текстових потоків. ʆʩʥʦʚʥʠʡ ʧʨʦʛʨʘʤʥʠʡ ʢʦʤʧʦʥʝʥʪ ï  
Apache Spark, ʚʠʙʽʨ ʷʢʦʛʦ ʙʫʣʦ ʦʧʠʩʘʥʦ ʚ [2].  

3. Підсистема зберігання результатів аналізу потоків даних. ʆʩʥʦʚʥʠʡ 
ʧʨʦʛʨʘʤʥʠʡ ʢʦʤʧʦʥʝʥʪ ʧʽʜʩʠʩʪʝʤʠ  - ʥʝʨʝʣʷʮʽʡʥʘ ʙʘʟʘ ʜʘʥʠʭ Elasticsearch, 
ʱʦ ʤʘʻ ʪʘʢʽ ʧʝʨʝʚʘʛʠ, ʷʢ ʛʥʫʯʢʽʩʪʴ, ʤʘʩʰʪʘʙʦʚʘʥʽʩʪʴ, ʚʠʩʦʢʫ ʧʨʦʜʫʢʪʠʚʥʽʩʪʴ, 
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2. Tomashevskii V. M., Oliynik Y. O., Yaskov V. V., Romanchuk V. M. Realtime Text
Stream Anomalies Analysis System. Вісник Херсонського національного технічного
університету. 2018. ˉ 3 (1). ʈ. 361−365.

3. Oram A. Streaming Data. USA, Newton: O'Reilly Media, Inc., 2019. 28 p.
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Работа посвящена разработке метода приближения разрывных функций с 
помощью оператора интерлинации функций двух переменных. Эти операторы 
восстанавливают функции (возможно, приближенно) по известным их следам на 
заданной системе линии. Именно такие экспериментальные данные используются в 
дистанционных методах, в частности, в компьютерной томографии. То есть они 
предоставляют возможность строить операторы, интегралы от которых по 
указанным линиям (линейные интегралы) равны интегралам от самой 
восстанавливаемой функции. Итак, интерлинация − математический аппарат, 
естественно связанный с задачей восстановления характеристик объектов по их 
известными проекциям.  

Существует много практически важных научных и технических отраслей, в 
которых объекты исследования математически описываются величинами, 
терпящими разрыв. Такие объекты часто возникают также и в задачах, 
использующих дистанционные методы. На сегодняшний день не существует общей 
теории описаний явлений и процессов, описываемых разрывными функциями. В статье 
строятся и исследуются операторы разрывной интерлинации для приближения 
разрывных функций двух переменных по известным ее следам (проекциями) на системе 
линий с использованием произвольных треугольных элементов. На основе созданных 
сплайн-интерлинантов строится метод приближения функций, которые имеют 
разрывы первого рода, и область определения которых разбивается на треугольные 
элементы. Причем, построенные разрывные конструкции включают в себя, как 
частный случай, классические непрерывные интерлинационные сплайны. В качестве 
экспериментальных данных выступают односторонние следы функции на системе 
заданных линий, именно такие данные используются в томографии. В работе 
приведены теоремы об интерлинационных свойствах и погрешности построенных 
разрывных конструкций. Построенный метод приближения позволяет приблизить 
разрывную функцию, избегая явления Гиббса. Рассмотрены примеры, 
подтверждающие эффективность предложенного метода. Предложенный метод 
приближения разрывных функций можно будет использовать для математического 
моделирования разрывных процессов в медицинских, геологических, космических и 
других исследованиях. 

Ключевые слова: интерлинация функций, разрыв первого рода, томография, 
треугольные элементы. 
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APPROXIMATION OF THE DISCONTINUOUS FUNCTION OF TWO 
VARIABLES BY DISCONTINUOUS INTERLINATION SPLINES USING 

TRIANGULAR ELEMENTS  
  

The work is devoted to the development of a method for approximating discontinuous 
functions using the operator of interlination of two variables functions. These operators 
reconstruction functions (possibly approximately) from their known traces on a given line 
system. It is such experimental data that are used in remote remote methods, in particular, in 
computed tomography. That is, they provide an opportunity to build operators whose 
integrals over the indicated lines (linear integrals) will be equal to the integrals of the 
function being restored. So, interlination is a mathematical apparatus naturally associated 
with the task of restoring the characteristics of objects from their known projections.  
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Аналіз останніх досліджень і публікацій 
ʄʘʪʝʤʘʪʠʯʥʽ ʦʩʥʦʚʠ ʪʦʤʦʛʨʘʬʽʾ ʙʫʣʠ ʟʘʢʣʘʜʝʥʽ ʥʘ ʧʦʯʘʪʢʫ ʤʠʥʫʣʦʛʦ ʩʪʦʣʽʪʪʷ ʚ 

ʨʦʙʦʪʘʭ ʚʯʝʥʦʛʦ ɼʞ. ʈʘʜʦʥʘ [1], ʷʢʠʡ ʨʦʟʨʦʙʠʚ ʪʝʦʨʽʶ ʧʝʨʝʪʚʦʨʝʥʥʷ ʬʫʥʢʮʽʡ ʙʘʛʘʪʴʦʭ 
ʟʤʽʥʥʠʭ (ʧʝʨʝʪʚʦʨʝʥʥʷ ʈʘʜʦʥʘ). ɺʽʜʧʦʚʽʜʥʦ ʜʦ ʮʠʭ ʧʝʨʝʪʚʦʨʝʥʴ ʬʫʥʢʮʽʶ ʙʘʛʘʪʴʦʭ 
ʟʤʽʥʥʠʭ ʤʦʞʥʘ ʦʭʘʨʘʢʪʝʨʠʟʫʚʘʪʠ ʥʝ ʪʽʣʴʢʠ ʾʾ ʟʥʘʯʝʥʥʷʤʠ ʚ ʪʦʯʢʘʭ ʙʘʛʘʪʦʚʠʤʽʨʥʦʛʦ 
ʧʨʦʩʪʦʨʫ, ʘʣʝ ʡ ʽʥʪʝʛʨʘʣʘʤʠ ʚʽʜ ʮʽʻʾ ʬʫʥʢʮʽʾ, ʚʟʷʪʠʤʠ ʟʘ ʥʝʩʢʽʥʯʝʥʥʠʡ ʥʘʙʽʨ ʣʽʥʽʡ. 

ʅʘʙʣʠʞʝʥʥʷ ʨʦʟʨʠʚʥʦʾ ʬʫʥʢʮʽʾ ʪʨʠʛʦʥʦʤʝʪʨʠʯʥʠʤʠ ʩʫʤʘʤʠ ʌʫʨôʻ ʩʧʨʠʯʠʥʷʻ 
ʷʚʠʱʝ ɻʽʙʙʩʘ. ɼʣʷ ʙʦʨʦʪʴʙʠ ʟ ʮʠʤ ʷʚʠʱʝʤ ʙʫʣʦ ʨʦʟʨʦʙʣʝʥʦ ʨʽʟʥʽ ʬʽʣʴʪʨʠ [2]. ʆʜʥʘʢ 
ʟʛʘʜʘʥʽ ʬʽʣʴʪʨʠ ʪʘ ʤʝʪʦʜʠ ʥʝ ʤʦʞʫʪʴ ʧʦʚʥʽʩʪʶ ʧʦʜʦʣʘʪʠ ʷʚʠʱʝ ɻʽʙʙʩʘ. ɸʚʪʦʨʠ [3] 
ʟʘʧʨʦʧʦʥʫʚʘʣʠ ʤʝʪʦʜʠ ʨʝʢʦʥʩʪʨʫʢʮʽʾ ʨʦʟʨʠʚʥʠʭ ʣʽʥʽʡ ʟʘ ʜʦʧʦʤʦʛʦʶ ʚʝʡʚʣʝʪʽʚ. Faridani, 
Finch, Ritman, Smith [4] ʟʨʦʙʠʣʠ ʧʦʜʘʣʴʰʠʡ ʨʦʟʚʠʪʦʢ ʮʽʻʾ ʤʝʪʦʜʦʣʦʛʽʾ ʪʘ ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʽʚ 
ʘʣʛʦʨʠʪʤʽʯʥʦʾ ʨʝʢʦʥʩʪʨʫʢʮʽʾ ʨʦʟʨʠʚʽʚ ʫ ʢʦʤʧôʶʪʝʨʥʽʡ ʪʦʤʦʛʨʘʬʽʾ. Ramachandran, 
Lakshminarayanan and Ramm ʟʘʧʨʦʧʦʥʫʚʘʣʠ ʧʽʜʭʦʜʠ, ʱʦ ʜʦʟʚʦʣʷʶʪʴ ʚʽʜʥʦʚʠʪʠ ʥʝ 
ʪʽʣʴʢʠ ʙʝʟʣʽʯ ʨʦʟʨʠʚʽʚ, ʘʣʝ ʽ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʩʪʨʠʙʢʽʚ ʰʣʷʭʦʤ ʧʝʨʝʪʚʦʨʝʥʥʷ ʈʘʜʦʥʘ [6]. ʎʽ 
ʨʦʙʦʪʠ ʟʘʩʥʦʚʘʥʽ ʥʘ ʧʨʷʤʦʤʫ ʽ ʦʙʝʨʥʝʥʦʤʫ ʧʝʨʝʪʚʦʨʝʥʥʽ ʈʘʜʦʥʘ. 

ʅʽ ʬʽʣʴʪʨʠ, ʥʽ ʟʛʘʜʘʥʽ ʤʝʪʦʜʠ ʥʝ ʜʘʶʪʴ ʧʦʚʥʦʛʦ ʫʩʫʥʝʥʥʷ ʷʚʠʱʘ ɻʽʙʙʩʘ. ʋ 
ʨʦʙʦʪʘʭ ʈʦʩʩʽʥʽ ʄ. [7] ʨʦʟʨʦʙʣʝʥʽ ʤʝʪʦʜʠ ʚʽʜʥʦʚʣʝʥʥʷ ʨʦʟʨʠʚʥʠʭ ʣʽʥʽʡ ʟʘ ʜʦʧʦʤʦʛʦʶ 
ʚʝʡʚʣʝʪʽʚ. ʎʽ ʤʝʪʦʜʠ ʚʽʜʥʦʚʣʝʥʥʷ ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʶʪʴ ʧʦʣʽʛʘʨʤʦʥʽʯʥʽ ʚʝʡʚʣʝʪʠ, ʷʢʽ ʤʘʶʪʴ 
ʥʝʩʢʽʥʯʝʥʥʠʡ ʥʦʩʽʡ. ʎʝʡ ʪʠʧ ʢʦʥʩʪʨʫʢʮʽʾ ʤʦʞʝ ʧʨʠʟʚʝʩʪʠ ʜʦ ʟʛʣʘʜʞʫʚʘʥʥʷ 
ʜʦʩʣʽʜʞʫʚʘʥʦʛʦ ʩʠʛʥʘʣʫ ʽ ʚʠʤʘʛʘʻ ʜʦʜʘʪʢʦʚʦʛʦ ʘʥʘʣʽʟʫ ʦʪʨʠʤʘʥʠʭ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʽʚ. ʋ ʨʦʙʦʪʽ 
ɸ. ʃ. ɸʛʝʻʚʦʾ ʽ ʊ. ɺ. ɸʥʪʦʥʦʚʘ [8] ʟʘʧʨʦʧʦʥʦʚʘʥʦ ʤʝʪʦʜ ʚʠʟʥʘʯʝʥʥʷ ʢʽʣʴʢʦʩʪʽ ʪʦʯʦʢ 
ʨʦʟʨʠʚʫ ʪʘ ʾʭ ʧʦʟʠʮʽʡ ʥʘ ʦʩʥʦʚʽ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷ ʷʚʠʱʘ ɻʽʙʙʩʘ. ɸʣʝ ʜʣʷ ʮʴʦʛʦ ʧʦʪʨʽʙʥʘ 
ʜʦʜʘʪʢʦʚʘ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʷ: ʥʘʡʤʝʥʰʽ ʪʘ ʥʘʡʙʽʣʴʰʽ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʩʪʨʠʙʢʽʚ ʥʘʙʣʠʞʝʥʦʾ ʬʫʥʢʮʽʾ. 
ʊʘʢʦʞ ʧʝʨʝʜʙʘʯʘʻʪʴʩʷ, ʱʦ ʽʥʪʝʨʚʘʣʠ, ʚ ʷʢʠʭ ʟʥʘʭʦʜʷʪʴʩʷ ʷʚʠʱʘ ɻʽʙʙʩʘ, ʥʝ 
ʧʝʨʝʪʠʥʘʶʪʴʩʷ, ʪʦʙʪʦ ʥʝʤʦʞʣʠʚʦ ʚʽʜʦʢʨʝʤʠʪʠ ʙʣʠʟʴʢʽ ʪʦʯʢʠ ʨʦʟʨʠʚʫ ʦʜʥʫ ʚʽʜ ʦʜʥʦʾ. 

ʉʝʨʽʷ ʧʨʘʮʴ ʘʚʪʦʨʽʚ [9−10] ʧʨʠʩʚʷʯʝʥʘ ʨʦʟʚôʷʟʘʥʥʶ ʧʣʦʩʢʦʾ ʟʘʜʘʯʽ ʨʘʜʦʥʦʚʦʾ 
ʢʦʤʧôʶʪʝʨʥʦʾ ʪʦʤʦʛʨʘʬʽʾ ʟ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷʤ ʥʝʦʜʥʦʨʽʜʥʦʩʪʽ ʚʥʫʪʨʽʰʥʴʦʾ ʩʪʨʫʢʪʫʨʠ 
ʜʚʦʚʠʤʽʨʥʦʛʦ ʪʽʣʘ. ɿ ʮʽʻʶ ʤʝʪʦʶ ʜʦʮʽʣʴʥʦ ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʚʘʪʠ ʦʧʝʨʘʪʦʨʠ ʽʥʪʝʨʣʽʥʘʮʽʾ 
ʬʫʥʢʮʽʡ, ʦʩʢʽʣʴʢʠ ʮʽ ʦʧʝʨʘʪʦʨʠ ʚʽʜʥʦʚʣʶʶʪʴ (ʤʦʞʣʠʚʦ, ʥʘʙʣʠʞʝʥʽ) ʬʫʥʢʮʽʾ ʟʘ 
ʚʽʜʦʤʠʤʠ ʾʭ ʩʣʽʜʘʤʠ ʚ ʟʘʜʘʥʽʡ ʩʠʩʪʝʤʽ ʨʷʜʢʽʚ. ɺʦʥʠ ʜʘʶʪʴ ʤʦʞʣʠʚʽʩʪʴ ʧʦʙʫʜʫʚʘʪʠ 
ʦʧʝʨʘʪʦʨʠ, ʽʥʪʝʛʨʘʣʠ ʷʢʠʭ ʟ ʮʠʭ ʣʽʥʽʡ (ʣʽʥʽʡʥʽ ʽʥʪʝʛʨʘʣʠ) ʙʫʜʫʪʴ ʜʦʨʽʚʥʶʚʘʪʠ 
ʽʥʪʝʛʨʘʣʘʤ ʚʽʜ ʥʘʡʙʽʣʴʰ ʚʽʜʥʦʚʣʶʚʘʥʦʾ ʬʫʥʢʮʽʾ. ʊʦʙʪʦ ʽʥʪʝʨʣʽʥʘʮʽʷ − ʮʝ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʥʠʡ 
ʘʧʘʨʘʪ, ʧʨʠʨʦʜʥʦ ʧʦʚôʷʟʘʥʠʡ ʽʟ ʟʘʚʜʘʥʥʷʤ ʚʽʜʥʦʚʣʝʥʥʷ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢ ʦʙôʻʢʪʽʚ ʟʘ 
ʚʽʜʦʤʠʤʠ ʾʭ ʧʨʦʛʥʦʟʘʤʠ. ʎʷ ʩʪʘʪʪʷ ʻ ʧʨʦʜʦʚʞʝʥʥʷʤ ʮʴʦʛʦ ʮʠʢʣʫ ʨʦʙʽʪ. 

ɺ ʨʦʙʦʪʽ [10] ʟʘʧʨʦʧʦʥʦʚʘʥʦ ʤʝʪʦʜ ʚʽʜʥʦʚʣʝʥʥʷ ʨʦʟʨʠʚʥʦʾ ʬʫʥʢʮʽʾ ʦʜʥʽʻʾ ʟʤʽʥʥʦʾ 
ʪʘ ʘʣʛʦʨʠʪʤ ʚʠʷʚʣʝʥʥʷ ʪʦʯʦʢ ʨʦʟʨʠʚʫ. ʋ ʨʦʙʦʪʘʭ [11−12] ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʝʥʠʡ ʘʣʛʦʨʠʪʤ 
ʚʠʷʚʣʝʥʥʷ ʣʽʥʽʡ ʨʦʟʨʠʚʫ, ʱʦ ʜʦʟʚʦʣʷʻ ʚʽʜʥʦʚʠʪʠ ʨʦʟʨʠʚʥʽ ʬʫʥʢʮʽʾ ʜʚʦʭ ʟʤʽʥʥʠʭ ʟʘ 
ʜʦʧʦʤʦʛʦʶ ʨʦʟʨʠʚʥʦʛʦ ʘʧʨʦʢʩʠʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʩʧʣʘʡʥʫ ʪʘ ʧʨʷʤʦʢʫʪʥʠʭ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ. ʋ 
ʧʫʙʣʽʢʘʮʽʾ [10] ʟʘʧʨʦʧʦʥʦʚʘʥʦ ʤʝʪʦʜ ʨʦʟʚôʷʟʘʥʥʷ 2D ʟʘʜʘʯʽ ʢʦʤʧôʶʪʝʨʥʦʾ ʪʦʤʦʛʨʘʬʽʾ ʟ 
ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷʤ ʥʝʦʜʥʦʨʽʜʥʦʩʪʽ ʚʥʫʪʨʽʰʥʴʦʾ ʩʪʨʫʢʪʫʨʠ. ɼʣʷ ʾʾ ʨʦʟʚôʷʟʘʥʥʷ ʚ ʨʦʙʦʪʽ 
ʧʦʙʫʜʦʚʘʥʦ ʦʧʝʨʘʪʦʨ ʨʦʟʨʠʚʥʦʾ ʽʥʪʝʨʣʽʥʘʮʽʾ ʥʘ ʦʩʥʦʚʽ ʚʽʜʦʤʠʭ ʦʜʥʦʩʪʦʨʦʥʥʽʭ ʩʣʽʜʽʚ 
ʬʫʥʢʮʽʾ ʚʟʜʦʚʞ ʩʠʩʪʝʤʠ ʟʘʜʘʥʠʭ ʚʟʘʻʤʥʦ ʧʝʨʧʝʥʜʠʢʫʣʷʨʥʠʭ ʧʨʷʤʠʭ. 

 
Мета дослідження 

ʋ ʜʘʥʽʡ ʨʦʙʦʪʽ ʧʦʙʫʜʫʻʤʦ ʦʧʝʨʘʪʦʨ ʨʦʟʨʠʚʥʦʾ ʽʥʪʝʨʣʽʥʘʮʽʾ ʟʘ ʚʽʜʦʤʠʤʠ ʩʣʽʜʘʤʠ 
ʬʫʥʢʮʽʾ ʜʚʦʭ ʟʤʽʥʥʠʭ ʥʘ ʩʠʩʪʝʤʽ ʜʦʚʽʣʴʥʠʭ ʣʽʥʽʡ, ʷʢʽ ʥʝ ʧʝʨʝʪʠʥʘʶʪʴʩʷ ʚ ʦʜʥʽʡ ʪʦʯʮʽ. ɺ 
ʷʢʦʩʪʽ ʝʢʩʧʝʨʠʤʝʥʪʘʣʴʥʠʭ ʜʘʥʠʭ ʚʠʩʪʫʧʘʶʪʴ ʦʜʥʦʩʪʦʨʦʥʥʽ ʩʣʽʜʠ (ʧʨʦʝʢʮʽʾ) ʨʦʟʨʠʚʥʦʾ 
ʬʫʥʢʮʽʾ ʥʘ ʩʠʩʪʝʤʽ ʚʽʜʦʤʠʭ ʜʦʚʽʣʴʥʠʭ ʣʽʥʽʡ, ʪʨʠ ʟ ʷʢʠʭ ʥʝ ʧʝʨʝʪʠʥʘʶʪʴʩʷ ʚ ʦʜʥʽʡ ʪʦʯʮʽ. 
ʅʘ ʦʩʥʦʚʽ ʮʴʦʛʦ ʦʧʝʨʘʪʦʨʘ ʚ ʤʘʡʙʫʪʥʴʦʤʫ ʙʫʜʝ ʧʦʙʫʜʦʚʘʥʠʡ ʤʝʪʦʜ ʥʘʙʣʠʞʝʥʥʷ 
ʨʦʟʨʠʚʥʦʾ ʬʫʥʢʮʽʾ, ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʶʯʠ ʪʨʽʘʥʛʫʣʷʮʽʶ ʦʙʣʘʩʪʽ ʚʠʟʥʘʯʝʥʥʷ. 
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Викладення основного матеріалу дослідження 
 

Побудова оператора розривної інтерлінаці функції двох змінних, триангулюючи 
область визначення довільними трикутниками. 

ʅʝʭʘʡ ʟʘʜʘʥʦ ʨʦʟʨʠʚʥʫ ʬʫʥʢʮʽʶ ʜʚʦʭ ʟʤʽʥʥʠʭ ( , )f x y  ʚ ʦʙʣʘʩʪʽ D . ɹʫʜʝʤʦ 
ʚʚʘʞʘʪʠ, ʱʦ ʦʙʣʘʩʪʴ D  ʨʦʟʙʠʚʘʻʪʴʩʷ ʥʘ ʜʦʚʽʣʴʥʽ ʪʨʠʢʫʪʥʠʢʠ. ʊʨʠʢʫʪʥʠʢʠ ʥʝ 
ʚʢʣʘʜʘʶʪʴʩʷ ʦʜʠʥ ʚ ʦʜʠʥ, ʘ ʾʭ ʩʪʦʨʦʥʠ ʥʝ ʧʝʨʝʪʠʥʘʶʪʴʩʷ. ʌʫʥʢʮʽʷ ( , )f x y  ʤʘʻ ʨʦʟʨʠʚʠ 
ʧʝʨʰʦʛʦ ʨʦʜʫ ʥʘ ʛʨʘʥʠʮʷʭ ʤʽʞ ʮʠʤʠ ʪʨʠʢʫʪʥʠʤʠ ʝʣʝʤʝʥʪʘʤʠ (ʥʝ ʦʙʦʚôʷʟʢʦʚʦ ʤʽʞ 
ʫʩʽʤʘ). ʇʦʙʫʜʫʻʤʦ ʦʧʝʨʘʪʦʨ ʨʦʟʨʠʚʥʦʾ ʧʦʣʽʥʦʤʽʘʣʴʥʦʾ ʽʥʪʝʨʣʽʥʘʮʽʾ, ʷʢʠʡ ʚ ʢʦʞʥʦʤʫ 
ʪʨʠʢʫʪʥʠʢʫ ʻ ʦʧʝʨʘʪʦʨʦʤ ʧʦʣʽʥʦʤʽʘʣʴʥʦʾ ʽʥʪʝʨʣʽʥʘʮʽʾ ʬʫʥʢʮʽʾ ( , )f x y . 

ʈʦʟʛʣʷʥʝʤʦ ʪʨʠʢʫʪʥʠʡ ʝʣʝʤʝʥʪ , 1,i i nΤ = , ʩʪʦʨʦʥʠ ʷʢʦʛʦ ʟʘʜʘʶʪʴʩʷ ʨʽʚʥʷʥʥʷʤʠ  

1 2: ( , ) ,i i i i i
k k k k kx y x yΓ = ⋅ + ⋅ −ω ω ω γ 1,3, 1,k i n= = , ( ) ( )2 2

1 2 1i i
k k+ =ω ω , 
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0, 0,
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ω ω γ
ω ω

ω ω γ
2 1, ( , ), 1,3.i i i

k k kk k≠ = − = τ ω ω  

 
ʅʝʭʘʡ ( , )i i i

kl kl klA x y=  ï ʨʦʟʚôʷʟʦʢ ʩʠʩʪʝʤ ʨʽʚʥʷʥʴ: ( , ) 0, ( , ) 0,i i
k x y x y= =ω ω

, , 1,3k k≠ =  , ʪʦʙʪʦ ʮʝ ʚʝʨʰʠʥʠ ʟʘʜʘʥʦʛʦ ʪʨʠʢʫʪʥʠʢʘ. 

ɺʚʘʞʘʻʤʦ ʟʘʜʘʥʠʤʠ ʩʣʽʜʠ ʬʫʥʢʮʽʾ ( , )f x y  ʥʘ ʧʨʷʤʠʭ i
kΓ  (ʧʽʜ ʪʘ ʥʘʜ ʧʨʷʤʦʶ 

ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʦ) : 
 

( )1 2( , ) , ( ) / 0 ,i
k k k km x y f x x= − −ϕ γ ω ω ( )1 2( , ) , ( ) / 0i

k k k kp x y f x x= − +ϕ γ ω ω  ʘʙʦ 

( ) ( )2 1 2 1( , ) ( ) / 0, , ( , ) ( ) / 0, .i i
k k k k k k k km x y f y y p x y f y y= − − = − +ψ γ ω ω ψ γ ω ω  

 
Теорема 1. ʅʝʭʘʡ 2( , ) ( ), 1,if x y C i n∈ Τ = . ʗʢʱʦ ʩʣʽʜʠ ʬʫʥʢʮʽʡ ( , )f x y  

ʟʘʜʦʚʦʣʴʥʷʶʪʴ ʫ ʪʦʯʢʘʭ i
klA  ʫʤʦʚʠ ʅʽʢʦʣʴʩʴʢʦʛʦ [12], ʷʢʽ ʤʦʞʫʪʴ ʙʫʪʠ ʟʘʧʠʩʘʥʽ, 

ʥʘʧʨʠʢʣʘʜ, ʪʘʢ 
 

3 13 1 13( , ) ( , ),i i i ip x y m x yϕ = ϕ  1 12 2 12( , ) ( , ),i i i im x y m x yϕ = ψ   2 32 3 32( , ) ( , ),i i i im x y p x yψ = ϕ  
 
ʪʦʜʽ ʦʧʝʨʘʪʦʨ  
 

( , )iO f x y 1 2 3
2 23 3 3 23 2 3 23

1 23 23 32

( , ) ( , ) ( , ) ( )
( )

i i i
i i i i i i i i

i i i i
x y m A x y p A x y p A
A

    ω τ τ
= ψ − ω +ϕ − ω −ϕ +     ω ∆ ∆    

 

2 1 3
1 13 3 3 13 1 1 13

2 13 13 31

( , ) ( , ) ( , ) ( )
( )

i i i
i i i i i i i i

i i i i
x y m A x y p A x y m A
A

    ω τ τ
+ ϕ − ω +ϕ − ω −ϕ +     ω ∆ ∆    

 

3 1 2
1 12 2 2 12 1 2 12

3 12 12 21

( , ) ( , ) ( , ) ( )
( )

i i i
i i i i i i i i

i i i i
x y m A x y m A x y m A
A

    ω τ τ
+ ϕ − ω +ψ − ω −ψ     ω ∆ ∆      

(1) 
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ʻ ʨʦʟʨʠʚʥʠʤ ʽʥʪʝʨʣʽʥʘʮʽʡʥʠʤ ʩʧʣʘʡʥʦʤ ʚ iT  ʽ ʤʘʻ ʪʘʢʽ ʚʣʘʩʪʠʚʦʩʪʽ: 
 

1 1 1 1
1: ( , 0) 0 : ( , 0) 0

( , ) ( )i i
i i

x y x y
O f x y m x

Γ ω − = Γ ω − =
= ϕ ;    

2 2 2 2
2: ( , 0) : ( , 0) 0

( , ) ( )i i
i i

x y x y
O f x y m x

Γ ω − Γ ω − =
= ψ ; 

3 3 3 3
3: ( , 0) 0 : ( , 0) 0

( , ) ( )i i
i i

x y x y
O f x y p x

Γ ω + = Γ ω + =
= ϕ . 

 
Теорема 2. ʗʢʱʦ (2,2)( , ) ( ), 1, ,if x y C i n∈ Τ =  ʪʦ ʜʣʷ ʟʘʣʠʰʢʫ  

( , ) ( ) ( , )i iR f x y I O f x y= −  ʚʠʢʦʥʫʻʪʴʩʷ ʨʽʚʥʽʩʪʴ 
 

32 ( , )( , )
(1,1)1 2 3

23 3 2 2 3
1 23 23 320 0

( , )( , )
( )

ii x yx yi i i
i i

i i i i
x yR f x y f A t t dt dt
A

ωω  ω τ τ
= − − + ω ∆ ∆ 

∫ ∫  

31 ( , )( , )
(1,1)2 1 3

13 3 1 1 3
2 13 13 310 0

( , )
( )

ii x yx yi i i
i

i i i i
x y f A t t dt dt
A

ωω  ω τ τ
+ − − + ω ∆ ∆ 

∫ ∫  

1 2( , ) ( , )
(1,1)3 1 2

12 2 1 1 2
3 12 12 210 0

( , ) , ( , )
( )

i ix y x yi i i
i i

i i i i
x y f A t t dt dt x y
A

ω ω  ω τ τ
+ − − ∈Τ ω ∆ ∆ 

∫ ∫ . 

 
Зауваження. ʗʢʱʦ ʦʜʥʦʩʪʦʨʦʥʥʽ ʩʣʽʜʠ ʥʘ ʦʜʥʽʡ ʣʽʥʽʾ ʟʙʽʛʘʶʪʴʩʷ, ʪʦ ʦʪʨʠʤʘʻʤʦ 

ʥʝʧʝʨʝʨʚʥʠʡ ʽʥʪʝʨʣʽʥʘʮʽʡʥʠʡ ʩʧʣʘʡʥ. 
Приклад. ʅʝʭʘʡ ʦʙʣʘʩʪʶ ʚʠʟʥʘʯʝʥʥʷ ʨʦʟʨʠʚʥʦʾ ʬʫʥʢʮʽʾ ( , )f x y  ʻ ʪʨʠʢʫʪʥʠʢ Τ  

(ʨʠʩ. 1), ʩʪʦʨʦʥʠ ʷʢʦʛʦ ʟʘʜʘʥʽ ʨʽʚʥʷʥʥʷʤʠ 1( , ) 0,x yω =  2( , ) 0,x yω =  3( , ) 0 :x yω =  
 

31( , ) 7 ,
50 50 50
x yx yω = + −

 

1,22( , ) 4 5 ,
41 41 41
x yx yω = − + −

 
5,13( , ) 5 2 .

29 29 29
x yx yω = + −  

 

   
   а      б 

Рис. 1. Функція ( , )f x y : а – область визначення; б – зображення. 
 
ʗʢʱʦ ʨʦʟʚôʷʟʘʪʠ ʧʦʧʘʨʥʽ ʩʠʩʪʝʤʠ ʚʠʱʝ ʥʘʚʝʜʝʥʠʭ ʨʽʚʥʷʥʴ, ʪʦ ʦʪʨʠʤʘʻʤʦ ʪʦʯʢʠ 

ʧʝʨʝʪʠʥʫ ʩʪʦʨʽʥ ʪʨʠʢʫʪʥʠʢʘ: 12 23 13(0,2;0,4), (0,7;0,8), (0,9;0,3)A A A = . ɸ ʬʫʥʢʮʽʶ 
( , )f x y  ʟʘʜʘʤʦ ʥʘʩʪʫʧʥʠʤ ʯʠʥʦʤ: 

 
2 2, ( , ) ,( , )

0, ( , ) .
x y x yf x y

x y
 + ∈Τ=  ∉Τ
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ʆʪʞʝ, ʬʫʥʢʮʽʷ ʤʘʻ ʨʦʟʨʠʚʠ ʥʘ ʣʽʥʽʷʭ ʟʘʜʘʥʦʛʦ ʪʨʠʢʫʪʥʠʢʘ ʽ ʥʘ ʮʠʭ ʣʽʥʽʷʭ ʤʘʻ 
ʥʘʩʪʫʧʥʽ ʩʣʽʜʠ (ʧʽʜ ʪʘ ʥʘʜ ʣʽʥʽʷʤʠ ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʦ): 

2
1 1( , ) 0, ( , ) 1,02 0.,22 0,184,m x y p x y x xϕ = ϕ = − +

2
2 2( , ) 0, ( , ) 2,56 0,75 0,09,m x y p x y y yψ = ϕ = − +

2
3 3( , ) 7,25 12,75 6,5025, ( , ) 0.m x y x x p x yϕ = − + ϕ =

ʇʝʨʝʚʽʨʠʤʦ ʚʠʢʦʥʘʥʥʷ ʫʤʦʚ ʅʽʢʦʣʴʩʴʢʦʛʦ: 

1 22( , 0) 0 1( 0, ) 0( , ) ( , ) 0,2x y x yp x y m x y
ω − = ω − =

ϕ = ψ = , 

2 33( 0, ) 0 2( , 0) 0( , ) ( , ) 1,13x y x ym x y p x y
ω − = ω − =

ψ = ϕ = , 

2 33( 0, ) 0 1( 0, ) 0( , ) ( , ) 0,9x y x yp x y m x y
ω + = ω − =

ϕ = ϕ = . 

ʊʘʢʠʤ ʯʠʥʦʤ, ʫʤʦʚʠ ʪʝʦʨʝʤʠ 1 ʚʠʢʦʥʫʶʪʴʩʷ, ʽ ʧʦʙʫʜʦʚʘʥʠʡ ʟʘ ʬʦʨʤʫʣʦʶ (1) 
ʨʦʟʨʠʚʥʠʡ ʽʥʪʝʨʣʽʥʘʮʽʡʥʠʡ ʩʧʣʘʡʥ ʥʘʚʝʜʝʥʦ ʥʘ ʨʠʩ. 2, б. ʅʘ ʨʠʩ. 2, а ʜʣʷ ʧʦʨʽʚʥʷʥʥʷ 
ʧʦʢʘʟʘʥʦ ʨʦʟʨʠʚʥʠʡ ʽʥʪʝʨʧʦʣʷʮʽʡʥʠʡ ʩʧʣʘʡʥ, ʱʦ ʥʘʙʣʠʞʫʻ ʪʫ ʩʘʤʫ ʨʦʟʨʠʚʥʫ ʬʫʥʢʮʽʶ. 

а б 
Рис. 2. Зображення заданої розривної функції ( , )f x y  і розривних сплайнів: 

 а – інтерполяційного; б – інтерлінаційного 

Висновки 
ʋ ʩʪʘʪʪʽ ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʝʥʦ ʤʝʪʦʜ ʥʘʙʣʠʞʝʥʥʷ ʨʦʟʨʠʚʥʦʾ ʬʫʥʢʮʽʾ ʜʚʦʭ ʟʤʽʥʥʠʭ ʟʘ ʡʦʛʦ 

ʚʽʜʦʤʠʤʠ ʩʣʽʜʘʤʠ ʚ ʩʠʩʪʝʤʽ ʜʦʚʽʣʴʥʠʭ ʣʽʥʽʡ. ɼʣʷ ʮʴʦʛʦ ʙʫʚ ʧʦʙʫʜʦʚʘʥʠʡ ʨʦʟʨʠʚʥʠʡ 
ʽʥʪʝʨʣʽʥʘʮʽʡʥʠʡ ʦʧʝʨʘʪʦʨ ʟ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷʤ ʪʨʠʢʫʪʥʠʭ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ. ɹʫʣʦ ʧʦʢʘʟʘʥʦ, ʱʦ 
ʧʦʙʫʜʦʚʘʥʠʡ ʦʧʝʨʘʪʦʨ ʽʥʪʝʨʣʽʥʘʮʽʾ ʥʘʙʣʠʞʘʻ ʨʦʟʨʠʚʥʫ ʬʫʥʢʮʽʶ ʪʦʯʥʽʰʝ, ʥʽʞ 
ʢʣʘʩʠʯʥʠʡ ʦʧʝʨʘʪʦʨ ʽʥʪʝʨʧʦʣʷʮʽʾ. ʅʘ ʦʩʥʦʚʽ ʮʴʦʛʦ ʦʧʝʨʘʪʦʨʘ ʚ ʤʘʡʙʫʪʥʴʦʤʫ ʤʠ 
ʧʦʙʫʜʫʻʤʦ ʤʝʪʦʜ ʥʘʙʣʠʞʝʥʥʷ ʨʦʟʨʠʚʥʦʾ ʬʫʥʢʮʽʾ, ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʶʯʠ ʪʨʽʘʥʛʫʣʷʮʽʶ ʦʙʣʘʩʪʽ 
ʚʠʟʥʘʯʝʥʥʷ ʜʦʚʽʣʴʥʠʤʠ ʪʨʠʢʫʪʥʠʢʘʤʠ. 
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ɹ. ɺ. ʇɽʊʈʀʂ, ɻ.ɺ. ʅɽʃɸʉɸ, ɺ. ɯ. ɼʋɹʈʆɺɯʅ 

ʅʘʮʽʦʥʘʣʴʥʠʡ ʫʥʽʚʝʨʩʠʪʝʪ çɿʘʧʦʨʽʟʴʢʘ ʇʦʣʽʪʝʭʥʽʢʘè 

АНАЛІЗ ЧАСОВИХ ПОСЛІДОВНИХ ПОТОКІВ ДАНИХ МЕРЕЖЕВОГО 
ТРАФІКУ НА ОСНОВІ ВЕЙВЛЕТ-ПЕРЕТВОРЕННЯ 

В даний час для вивчення властивостей в мережевих системах і їх процесів 
широко застосовується підходи, засновані на аналізі їх вихідних сигналів. Тому аналіз 
систем і процесів, особливо при експериментальних дослідженнях, часто реалізується 
за допомогою обробки реєстрованих сигналів. Майже в кожній предметній області 
існують явища, які необхідно вивчати в їх динаміці, а сукупність реєстрованих 
сигналів подібного роду за певний період часу і є часові послідовності потоків даних. 
Для аналізу часових послідовностей, які є стаціонарними або нестаціонарними 
випадковими процесами, використовують традиційні методи статистичного аналізу 
випадкових величин і функцій. Найбільш поширеними з них є кореляційний і 
спектральний аналізи, згладжування і фільтрація даних, моделі авторегресії і 
прогнозування. Поряд з традиційними методами, в останні роки набувають поширення 
способи обробки сигналів, засновані на вейвлет-перетворенні. Особливість цієї 
технології в тому, що вона дозволяє розкрити особливості локальної структури 
складного сигналу і виявити різні його властивості, невидимі в режимі реального часу. 
В області вейвлет-перетворення виділяється додаткова інформація за допомогою 
подання до частотно-часового зображення сигналу, недоступного в початковому 
вигляді. На сьогоднішній момент часу посилюються вимоги до якіснішого виявлення 
внутрішніх закономірностей в поведінці часових послідовностей і прогнозом періодів 
стійкості досліджуваних процесів. Тому виникає необхідність в розробці нових і 
модифікації існуючих алгоритмів аналізу часових послідовностей в мережевих 
системах. У даній роботі досліджено застосування вейвлет-перетворення для 
виявлення вторгнень в комп’ютерні мережі. Пропонується аналіз останніх досліджень 
по даній задачі, де розглянуті вже існуючі алгоритми та методи виявлення атак за 
допомогою вейвлет-перетворення. Важливим пунктом у цій роботі є обґрунтування 
застосування вейвлет–функції та алгоритму вейвлет-перетворення для аналізу 
часових послідовних потоків даних мережевого трафіку. З використанням вейвлет-
функції пропонується усунення шуму з мережевого трафіку та з використанням 
пакетного вейвлет-перетворення для аналізу мережевого трафіку і отримання 
інформації про можливі атаки. Використання вейвлет-функції має важливий 
характер, бо вибір оптимального вейвлет-базису дозволить підняти ймовірність 
виявлення як на початковому етапі, так і при реконструкції сигналу. 

Ключові слова: вейвлет-перетворення, шумозниження, мережевий трафік, 
мережева атака, вейвлет Хаара, алгоритм Малла. 

 ɹ. ɺ. ʇɽʊʈʀʂ, ɸ. ɺ. ʅɽʃɸʉɸʗ, ɺ. ʀ. ɼʋɹʈʆɺʀʅ 
ʅʘʮʠʦʥʘʣʴʥʳʡ ʫʥʠʚʝʨʩʠʪʝʪ çɿʘʧʦʨʦʞʩʢʘʷ ʇʦʣʠʪʝʭʥʠʢʘè 

АНАЛИЗ ВРЕМЕННЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПОТОКОВ ДАННЫХ 
СЕТЕВОГО ТРАФИКА НА ОСНОВЕ ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

В настоящее время для изучения свойств в сетевых системах и их процессов 
широко применяется подходы, основанные на анализе их выходных сигналов. Поэтому 
анализ систем и процессов, особенно при экспериментальных исследованиях, часто 
реализуется с помощью обработки регистрируемых сигналов. Почти в каждой 
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transform have become widespread in recent years. The peculiarity of this technology is that 
it allows you to reveal the features of the local structure of a complex signal and detect its 
various properties, invisible in real time. In the wavelet transform area, additional 
information is selected by presenting to the frequency-time image a signal that is not 
available in its original form. At present, the requirements for better detection of internal 
patterns in the behavior of time sequences and the forecast of periods of stability of the 
studied processes are increasing. Therefore, there is a need to develop new and modify 
existing algorithms for analyzing time sequences in network systems. In this work, we 
investigate the use of wavelet transform to detect intrusions into computer networks. The 
analysis of the last researches on the given problem where the already existing algorithms 
and methods of detection of attacks by means of wavelet transform are considered is offered. 
An important point in this paper is the substantiation of the application of the wavelet 
function and the wavelet transform algorithm for the analysis of time sequential data flows of 
network traffic. Using the wavelet function, it is proposed to eliminate noise from network 
traffic and using packet wavelet conversion to analyze network traffic and obtain information 
about possible attacks. The use of the wavelet function is important, because the choice of the 
optimal wavelet basis will increase the probability of detection both at the initial stage and 
during the reconstruction of the signal. 

Keywords: wavelet-transform, de–noise suppressor, network traffic, network attack, 
wavelet Haar, Mallat algorithm.  

 
Постановка проблеми 

ʉʠʩʪʝʤʠ ʚʠʷʚʣʝʥʥʷ ʤʝʨʝʞʝʚʠʭ ʚʪʦʨʛʥʝʥʴ ʽ ʚʠʷʚʣʝʥʥʷ ʦʟʥʘʢ ʢʦʤʧôʶʪʝʨʥʠʭ ʘʪʘʢ 
ʥʘ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʽ ʩʠʩʪʝʤʠ ʚʞʝ ʜʘʚʥʦ ʟʘʩʪʦʩʦʚʫʶʪʴʩʷ ʷʢ ʦʜʠʥ ʟ ʥʝʦʙʭʽʜʥʠʭ ʨʫʙʽʞʽʚ 
ʦʙʦʨʦʥʠ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʠʭ ʩʠʩʪʝʤ ʽ ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʶʪʴʩʷ ʜʣʷ ʚʠʷʚʣʝʥʥʷ ʜʝʷʢʠʭ ʪʠʧʽʚ 
ʰʢʽʜʣʠʚʦʾ ʘʢʪʠʚʥʦʩʪʽ, ʷʢʘ ʤʦʞʝ ʥʝʛʘʪʠʚʥʦ ʚʧʣʠʥʫʪʠ ʥʘ ʙʝʟʧʝʢʫ ʢʦʤʧôʶʪʝʨʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ. 
ʅʝʙʝʟʧʝʯʥʠʤ ʧʨʦʮʝʩʦʤ ʚ ʽʥʪʝʨʥʝʪïʤʝʨʝʞʽ ʻ ʤʝʨʝʞʝʚʘ ʘʪʘʢʘ [1]. ɸʥʘʣʽʟ ʜʘʥʠʭ 
ʤʝʨʝʞʝʚʦʾ ʙʝʟʧʝʢʠ ʜʫʞʝ ʚʘʞʣʠʚʠʡ ʜʣʷ ʚʠʷʚʣʝʥʥʷ ʤʝʨʝʞʝʚʠʭ ʘʪʘʢ. ʋ ʜʘʥʠʡ ʯʘʩ ʽʩʥʫʻ 
ʙʘʛʘʪʦ ʤʝʪʦʜʽʚ ʚʠʷʚʣʝʥʥʷ ʤʝʨʝʞʝʚʠʭ ʘʪʘʢ, ʘʣʝ ʥʘʡʝʬʝʢʪʠʚʥʽʰʽ ʚʠʤʘʛʘʶʪʴ ʘʙʦ ʚʽʜʦʤʠʭ 
ʧʘʨʘʤʝʪʨʽʚ ʘʪʘʢʠ, ʘʙʦ ʙʽʣʴʰʦʾ ʦʙʯʠʩʣʶʚʘʣʴʥʦʾ ʧʦʪʫʞʥʦʩʪʽ. ʊʦʙʪʦ ʰʚʠʜʢʠʡ ʽ ʪʦʯʥʠʡ 
ʧʦʰʫʢ ʧʦ ʟʤʽʩʪʦʚʥʠʤ ʟʘʧʠʪʘʤ ʚʢʨʘʡ ʚʘʞʣʠʚʠʡ, ʱʦʙ ʪʘʢʽ ʯʠʩʣʝʥʥʽ ʧʦʪʦʢʠ ʜʘʥʠʭ ʙʫʣʠ 
ʟʘʭʠʱʝʥʽ. 

 
Аналіз останніх досліджень і публікацій 

ɸʥʘʣʽʟ ʽʩʥʫʶʯʠʭ ʤʝʪʦʜʽʚ ʨʦʟʚôʷʟʘʥʥʷ ʟʘʜʘʯʽ ʚʠʷʚʣʝʥʥʷ ʚʪʦʨʛʥʝʥʴ ʚ ʢʦʤʧôʶʪʝʨʥʽ 
ʤʝʨʝʞʽ ʧʦʢʘʟʫʻ, ʱʦ ʪʝʭʥʽʢʘ ʚʝʡʚʣʝʪ-ʧʝʨʝʪʚʦʨʝʥʥʷ ʰʠʨʦʢʦ ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʻʪʴʩʷ ʚ ʩʠʩʪʝʤʘʭ 
ʚʠʷʚʣʝʥʥʷ ʘʪʘʢ, ʟʘʚʜʷʢʠ ʚʣʘʩʪʠʚʦʤʫ ʾʡ ʯʘʩʪʦʪʥʦ-ʯʘʩʦʚʦʾ ʚʣʘʩʪʠʚʦʩʪʽ, ʷʢʘ ʜʦʟʚʦʣʷʻ 
ʨʦʟʢʣʘʜʘʪʠ ʩʠʛʥʘʣ ʥʘ ʢʽʣʴʢʘ ʯʘʩʪʦʪʥʠʭ ʢʦʤʧʦʥʝʥʪʽʚ. ɺʞʝ ʜʦʩʠʪʴ ʙʘʛʘʪʦ ʨʦʙʽʪ ʙʫʣʦ 
ʦʧʫʙʣʽʢʦʚʘʥʦ ʥʘ ʮʶ ʪʝʤʫ, ʽ ʙʘʛʘʪʦ ʩʠʩʪʝʤ ʚʧʨʦʚʘʜʞʝʥʦ ʥʘ ʧʨʘʢʪʠʮʽ, ʜʝʷʢʽ ʟ ʥʠʭ ʙʫʜʫʪʴ 
ʨʦʟʛʣʷʥʫʪʽ ʚ ʮʽʡ ʨʦʙʦʪʽ. 

ɺ ʨʦʙʦʪʽ [2, ʉ. 147ï151] ʘʚʪʦʨʠ ʚ ʷʢʦʩʪʽ ʚʠʭʽʜʥʠʭ ʜʘʥʠʭ ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʚʘʣʠ 
ʘʛʨʝʛʦʚʘʥʽ ʟʘ ʧôʷʪʠʭʚʠʣʠʥʥʽ ʽʥʪʝʨʚʘʣʠ, ʩʝʨʝʜʥʽ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʥʘʩʪʫʧʥʠʭ ʚʝʣʠʯʠʥ: ʢʽʣʴʢʽʩʪʴ 
ʙʘʡʪ ʚ ʩʝʢʫʥʜʫ, ʢʽʣʴʢʽʩʪʴ ʧʘʢʝʪʽʚ ʚ ʩʝʢʫʥʜʫ, ʢʽʣʴʢʽʩʪʴ ʧʦʪʦʢʽʚ ʚ ʩʝʢʫʥʜʫ, ʚʝʣʠʯʠʥʘ 
ʩʝʨʝʜʥʴʦʛʦ ʨʦʟʤʽʨʫ TCPïʧʘʢʝʪʘ. ʋ ʢʦʞʥʦʤʫ ʨʘʟʽ ʟʽʙʨʘʥʽ ʜʘʥʽ ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʷʣʠ ʩʦʙʦʶ 
ʜʠʩʢʨʝʪʥʫ ʧʦʩʣʽʜʦʚʥʽʩʪʴ ʯʘʩʪʦʪʥʦ-ʯʘʩʦʚʦʛʦ ʩʠʛʥʘʣʫ, ʷʢʠʡ ʟʛʽʜʥʦ ʽʟ ʟʘʧʨʦʧʦʥʦʚʘʥʠʤ 
ʘʣʛʦʨʠʪʤʦʤ ʚʝʡʚʣʝʪ-ʧʝʨʝʪʚʦʨʝʥʥʷ ʙʫʚ ʨʦʟʢʣʘʜʝʥʠʡ ʫ ʚʠʛʣʷʜʽ ʽʻʨʘʨʭʽʾ ʜʝʢʽʣʴʢʦʭ ʰʘʨʽʚ. 
ɼʣʷ ʢʦʞʥʦʛʦ ʟ ʚʠʪʷʛʥʫʪʠʭ ʩʠʛʥʘʣʽʚ ʟʤʽʥʥʘ ʯʘʩʫ ʙʫʣʘ ʥʝʟʘʣʝʞʥʦʶ. ʅʘʷʚʥʽʩʪʴ ʨʽʟʢʠʭ 
ʘʤʧʣʽʪʫʜ ʚ ʢʦʞʥʦʤʫ ʟ ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʝʥʠʭ ʩʠʛʥʘʣʽʚ ʚʽʜʧʦʚʽʜʘʻ ʧʝʚʥʠʤ ʛʨʫʧʘʤ ʘʥʦʤʘʣʽʡ. 

ʇʽʩʣʷ ʟʙʦʨʫ ʽ ʘʥʘʣʽʟʫ ʪʨʘʬʽʢʫ, ʘʚʪʦʨʠ ʚʠʜʽʣʷʶʪʴ ʯʦʪʠʨʠ ʪʠʧʠ ʘʥʦʤʘʣʽʡ ʚ ʨʝʘʣʴʥʽʡ 
ʤʝʨʝʞʽ: 
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ʘʜʘʧʪʘʮʽʶ, ʚʦʥʠ ʤʦʞʫʪʴ ʩʣʫʞʠʪʠ ʟʨʫʯʥʠʤ ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʦʤ ʜʣʷ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʯʘʩʪʦʪʥʠʭ 
ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢ ʥʝʩʪʘʮʽʦʥʘʨʥʦʛʦ ʩʠʛʥʘʣʫ [4]. ʊʦʙʪʦ ʫʷʚʣʝʥʥʷ ʤʝʨʝʞʝʚʦʛʦ ʪʨʘʬʽʢʫ ʚ 
ʨʽʟʥʠʭ ʤʘʩʰʪʘʙʘʭ. ʇʝʨʝʚʘʛʘ ʪʘʢʦʛʦ ʧʽʜʭʦʜʫ ï ʭʘʨʘʢʪʝʨʥʽ ʜʝʪʘʣʽ, ʷʢʽ ʤʦʞʫʪʴ ʟʘʣʠʰʘʪʠʩʷ 
ʥʝʧʦʤʽʯʝʥʠʤʠ ʧʨʠ ʦʜʥʦʤʫ ʤʘʩʰʪʘʙʽ, ʣʝʛʢʦ ʤʦʞʫʪʴ ʙʫʪʠ ʚʠʷʚʣʝʥʽ ʥʘ ʽʥʰʦʤʫ. 

ʊʘʢʦʞ ʚʝʡʚʣʝʪï ʧʝʨʝʪʚʦʨʝʥʥʷ ʤʦʞʣʠʚʦ ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʚʘʪʠ ʜʣʷ ʘʥʘʣʽʟʫ ʜʠʩʢʨʝʪʥʠʭ 
ʜʘʥʠʭ, ʫ ʚʠʧʘʜʢʘʭ, ʢʦʣʠ ʧʦʪʨʽʙʥʘ ʚʠʩʦʢʘ ʰʚʠʜʢʽʩʪʴ ʦʙʨʦʙʢʠ ʪʘ ʘʥʘʣʽʟʫ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʾ, ʱʦ 
ʘʢʪʫʘʣʴʥʦ ʜʣʷ ʚʠʨʽʰʝʥʥʷ ʟʘʚʜʘʥʥʷ ʟʘʧʦʙʽʛʘʥʥʷ ʤʝʨʝʞʝʚʠʭ ʘʪʘʢ. 

Вибір вейвлет–функції. ʅʘ ʩʴʦʛʦʜʥʽʰʥʽʡ ʜʝʥʴ ʽʩʥʫʻ ʮʽʣʝ ʨʦʟʤʘʾʪʪʷ ʩʽʤʝʡʩʪʚ 
ʚʝʡʚʣʝʪïʬʫʥʢʮʽʡ, ʢʦʞʥʝ ʟ ʷʢʠʭ ʤʘʻ ʩʚʦʾ ʧʝʨʝʚʘʛʠ ʜʣʷ ʚʠʨʽʰʝʥʥʷ ʟʘʚʜʘʥʴ ʨʽʟʥʠʭ ʪʠʧʽʚ. 
ʋ ʟʘʛʘʣʴʥʦʤʫ ʚʠʧʘʜʢʫ, ʟʽ ʟʙʽʣʴʰʝʥʥʷʤ ʯʠʩʣʘ ʢʦʝʬʽʮʽʻʥʪʽʚ ʚʝʡʚʣʝʪʘ, ʬʫʥʢʮʽʾ ʩʪʘʶʪʴ 
ʙʽʣʴʰ ʛʣʘʜʢʠʤʠ, ʱʦ ʤʦʞʝ ʧʦʣʝʛʰʠʪʠ ʚʠʷʚʣʝʥʥʷ ʤʝʨʝʞʝʚʦʾ ʘʪʘʢʠ.  

ɺ ʜʘʥʦʤʫ ʚʠʧʘʜʢʫ ʙʫʣʦ ʦʙʨʘʥʦ ʚʝʡʚʣʝʪ ʍʘʘʨʘ ʙʦ, ʡʦʛʦ ʬʫʥʢʮʽʷ ʤʘʻ: ʢʦʤʧʘʢʪʥʠʡ 
ʥʦʩʽʡ ʽ ʟʘʙʝʟʧʝʯʝʥʥʷ ʨʝʢʦʥʩʪʨʫʢʮʽʾ ʩʠʛʥʘʣʫ ʽ ʬʫʥʢʮʽʾ, ʩʫʚʦʨʫ ʣʦʢʘʣʽʟʘʮʽʶ ʫ ʬʽʟʠʯʥʦʤʫ 
ʧʨʦʩʪʦʨʽ (ʫ ʯʘʩʽ), ʪʘ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʫ ʟ ʧʦʚʽʣʴʥʦ ʩʧʘʜʘʶʯʠʤ ʩʧʝʢʪʨʦʤ ʯʘʩʪʦʪ [5]. 
ɻʨʘʬʽʯʥʝ ʟʦʙʨʘʞʝʥʥʷ ʚʝʡʚʣʝʪʘ ʍʘʘʨʘ ʧʦʢʘʟʘʥʦ ʥʘ ʨʠʩ. 4 ï ʘ. 

ʊʦʯʥʽʩʪʴ ʚʠʤʽʨʶʚʘʥʥʷ ʧʨʦʩʪʦʨʦʚʠʭ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢ (1) ȹx ʪʘ ʯʘʩʪʦʪʥʠʭ 
ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢ ȹɤ ʦʙʤʝʞʝʥʘ ʚʽʜʥʦʰʝʥʥʷʤ ɻʝʡʟʝʥʙʝʨʛʘ: 

 

∆𝑥∆𝜔 ≥
1
2

 .  (1) 

 
ʈʦʟʢʣʘʜʘʥʥʷ ʩʠʛʥʘʣʫ ʚ ʩʠʩʪʝʤʽ ʙʘʟʠʩʥʠʭ ʬʫʥʢʮʽʡ ʍʘʘʨʘ ʤʘʻ ʥʘʩʪʫʧʥʫ ʩʪʨʫʢʪʫʨʫ. 

ʇʝʨʰʘ ʙʘʟʦʚʘ ʬʫʥʢʮʽʷ ï ʧʨʷʤʘ ʣʽʥʽʷ. ʋ ʨʘʟʽ ʥʦʨʤʦʚʘʥʦʛʦ ʙʘʟʠʩʫ ʟʛʦʨʪʢʘ ʧʝʨʰʦʾ 
ʙʘʟʠʩʥʦʾ ʬʫʥʢʮʽʾ ʟ ʚʠʭʽʜʥʠʤ ʩʠʛʥʘʣʦʤ ʙʫʜʝ ʚʠʟʥʘʯʘʪʠ ʩʝʨʝʜʥʻ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʬʫʥʢʮʽʾ. 
ʅʘʩʪʫʧʥʽ ʙʘʟʠʩʥʽ ʬʫʥʢʮʽʾ ʨʦʟʢʣʘʜʘʥʥʷ ʍʘʘʨʘ ʻ ʤʘʩʰʪʘʙʦʚʘʥʽ ʟʘ ʩʪʫʧʝʥʝʤ ʜʚʽʡʢʠ ʟʩʫʥʫʪʽ 
ʩʭʦʜʠʥʢʠ  
(ʨʠʩ. 4 b).  

 

 
Рис. 4. Зображення вейвлет Хаара (a) та функцій Хаара для різних масштабів згорток (b). 

 
Очищення шуму за допомогою вейвлетів. ʐʫʤʘʤʠ ʧʨʠʡʥʷʪʦ ʚʚʘʞʘʪʠ 

ʚʠʩʦʢʦʯʘʩʪʦʪʥʽ ʢʦʤʧʦʥʝʥʪʠ ʩʠʛʥʘʣʫ. ʐʫʤʦʟʥʠʞʝʥʥʷ ʻ ʚʘʞʣʠʚʠʤ ʧʨʦʮʝʩʦʤ ʫʩʫʥʝʥʥʷ 
ʰʫʤʽʚ ʟ ʢʦʨʠʩʥʦʛʦ ʩʠʛʥʘʣʫ ʟ ʤʝʪʦʶ ʧʽʜʚʠʱʝʥʥʷ ʡʦʛʦ ʩʫʙ'ʻʢʪʠʚʥʦʛʦ ʷʢʦʩʪʽ ʘʙʦ ʜʣʷ 
ʟʤʝʥʰʝʥʥʷ ʨʽʚʥʷ ʧʦʤʠʣʦʢ ʫ ʢʘʥʘʣʘʭ ʧʝʨʝʜʘʯʽ ʽ ʩʠʩʪʝʤʘʭ ʟʙʝʨʽʛʘʥʥʷ ʮʠʬʨʦʚʠʭ ʜʘʥʠʭ. 

ɺʩʽ ʧʨʠʩʪʨʦʾ ʟʘʧʠʩʫ, ʷʢ ʘʥʘʣʦʛʦʚʽ, ʪʘʢ ʽ ʮʠʬʨʦʚʽ, ʤʘʶʪʴ ʚʣʘʩʪʠʚʦʩʪʽ, ʷʢʽ ʨʦʙʣʷʪʴ 
ʾʭ ʩʧʨʠʡʥʷʪʣʠʚʠʤʠ ʜʦ ʰʫʤʫ. ʏʘʩʪʦ ʚ ʣʽʥʽʷʭ ʟʚ'ʷʟʢʫ ʩʠʛʥʘʣʠ ʧʽʜʜʘʶʪʴʩʷ ʚʧʣʠʚʫ 
ʧʝʨʝʰʢʦʜʠ çʙʽʣʦʛʦ ʰʫʤʫè, ʷʢʠʡ ʩʪʚʦʨʶʻ ʜʝʪʘʣʽʟʫʶʯʠ ʢʦʝʬʽʮʽʻʥʪʠ ʟ ʚʠʩʦʢʠʤ ʚʤʽʩʪʦʤ 
ʰʫʤʦʚʠʭ ʢʦʤʧʦʥʝʥʪʽʚ, ʱʦ ʤʘʶʪʴ ʚʝʣʠʢʽ ʚʠʧʘʜʢʦʚʽ ʚʠʢʠʜʠ ʟʥʘʯʝʥʴ ʩʠʛʥʘʣʫ. ʇʨʠ 
ʚʝʡʚʣʝʪïʘʥʘʣʽʟʽ ʧʦʜʽʙʥʽ ʩʢʣʘʜʦʚʽ ʤʦʞʫʪʴ ʙʫʪʠ ʚʠʜʘʣʝʥʽ ʟ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷʤ ʧʨʦʮʝʜʫʨʠ 
ʧʝʨʝʨʘʭʫʥʢʫ ʢʦʝʬʽʮʽʻʥʪʽʚ ʜʝʪʘʣʽʟʘʮʽʾ, ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʷʢʠʭ ʻ ʤʝʥʰʠʤʠ ʚ ʧʦʨʽʚʥʷʥʥʽ ʟʽ 
ʟʥʘʯʝʥʥʷʤ ʧʦʨʦʛʘ. ʇʨʦʮʝʜʫʨʘ ʫʩʫʥʝʥʥʷ ʰʫʤʫ [6] ʤʘʻ ʪʘʢʠʡ ʘʣʛʦʨʠʪʤ: 
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ʤʘʰʠʥʦʙʫʜʫʚʘʥʥʷ ʪʘ ʥʘʣʝʞʥʽ ʘʣʛʦʨʠʪʤʠ [10, 11], ʱʦ ʜʦʟʚʦʣʷʶʪʴ, ʟʦʢʨʝʤʘ, ʚʠʟʥʘʯʘʪʠ 
ʯʠʩʣʦ ʚʘʨʽʘʥʪʽʚ No ʦʙôʻʢʪʘ O, ʾʭ ʩʢʣʘʜ, ʟʥʘʭʦʜʠʪʠ ʝʢʩʪʨʝʤʘʣʴʥʽ ʣʘʥʮʶʛʠ ʚ ʧʦʢʘʟʘʥʦʤʫ 
ʥʘ ʨʠʩ. 1, а ʛʨʘʬʽ ʽ ʪ. ʜ. 

ʈʦʟʛʣʷʥʝʤʦ ʟʘʧʨʦʧʦʥʦʚʘʥʫ ʤʝʪʦʜʠʢʫ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷ ʧʨʦʘʥʘʣʽʟʦʚʘʥʦʛʦ 
ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʥʦʛʦ ʘʧʘʨʘʪʫ ʜʣʷ ʙʫʜʽʚʝʣʴʥʠʭ ʦʙôʻʢʪʽʚ. ʅʝʭʘʡ ʜʣʷ ʢʫʭʥʽ ʪʘ ʩʘʥʽʪʘʨʥʦʛʦ ʚʫʟʣʘ 
(ʚʘʥʥʦʾ ʢʽʤʥʘʪʠ ʽ ʚʙʠʨʘʣʴʥʽ) ʦʜʥʦʢʚʘʨʪʠʨʥʦʛʦ ʞʠʪʣʦʚʦʛʦ ʙʫʜʠʥʢʫ ʧʦʪʨʽʙʥʦ ʦʧʨʘʮʶʚʘʪʠ 
ʚʘʨʽʘʥʪʠ ʦʧʦʨʷʜʞʫʚʘʣʴʥʠʭ ʨʦʙʽʪ (ʰʪʫʢʘʪʫʨʝʥʥʷ, ʦʙʣʠʮʶʚʘʥʥʷ ʪʘ ʬʘʨʙʫʚʘʥʥʷ). 

ɺʠʟʥʘʯʘʻʤʦ ʤʦʜʝʣʴʦʚʘʥʽ ʦʧʦʨʷʜʞʫʚʘʣʴʥʽ ʨʦʙʦʪʠ: 
 
                                                ),,,()( 3211 ОРОРОРОРОР ОРN

i   ==                                      (6) 
 
ʜʝ ОР1 = {Штукатурення}={ШТК}, 
     ОР2 = {Облицювання}={ОБЛ}, 
     ОР3 = {Фарбування}={ФРБ}. 

 
ʌʦʨʤʫʻʤʦ ʩʢʣʘʜ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ (6) ʪʘ ʾʭ ʩʪʨʫʢʪʫʨʫ: 

 
                                          ),,()( 211 ШТКШТКШТКШТК ШТКN

i  ==                                (7, а) 
 
ʜʝ ШТК1 = {Мокре}={ШМ}, 
     ШТК2 = {Сухе}={ШС}, 
 

                                             ),,()( 211 ШМШМШМШМ ШМN
i  ==                                   (7, б) 

 
ШМ1 = {Одношарове}={ШМО}, 
ШМ2 = {Багатошарове}={ШМБ}, 

),,,(),,()( 3211 неВисокоякісПоліпшенеПростеШМБШМБШМБШМБШМБ ШМБN
i ===    

 

                                                ),,()( 211 ШСШСШСШС ШСN
i  ==                                     (7, в) 

 
ШС1 = {Безкаркасне}={ШСБ}, 
ШС2 = {Каркасне}={ШСК}; 
 

                                                    ),()( 11 ОБЛОБЛОБЛ ОБЛN
i ==                                          (8) 

 
ʜʝ ОБЛ1 = {Керамічною плиткою}={ОБЛКП}; 
 
                                                    ),()( 11 ФРБФРБФРБ ФРБN

i ==                                          (9) 
 
ʜʝ ФРБ1 = {Водними фарбами}={ФВД}, 

).,,(),,()( 3211 иЕмулсійнимВапнярнимиКлейовимиФВДФВДФВДФВДФВД ФВДN
i ===    

 
ʅʘʚʝʜʝʥʽ ʨʦʙʦʪʠ ʚʠʢʦʥʫʶʪʴʩʷ ʥʘ ʟʘʚʝʨʰʘʣʴʥʦʤʫ ʝʪʘʧʽ ʟʚʝʜʝʥʥʷ ʙʫʜʠʥʢʫ ʜʣʷ 

ʟʘʙʝʟʧʝʯʝʥʥʷ ʥʝʦʙʭʽʜʥʠʭ ʝʩʪʝʪʠʯʥʠʭ ʽ ʩʘʥʽʪʘʨʥʦ-ʛʽʛʽʻʥʽʯʥʠʭ ʚʠʤʦʛ. ʋ ʜʘʥʦʤʫ ʚʠʧʘʜʢʫ 
ʧʦʣʷʛʘʶʪʴ ʫ ʧʦʢʨʠʪʪʽ ʯʘʩʪʠʥʠ ʩʪʽʥʦʚʠʭ ʢʦʥʩʪʨʫʢʮʽʡ ʢʫʭʥʽ ʤʦʢʨʦʶ ʯʠ ʩʫʭʦʶ 
ʰʪʫʢʘʪʫʨʢʦʶ (ʛʽʧʩʦʢʘʨʪʦʥʥʠʤʠ ʣʠʩʪʘʤʠ), ʦʙʣʠʮʶʚʘʥʥʽ ʩʪʽʥ ʚʘʥʥʦʾ ʢʽʤʥʘʪʠ, ʚʙʠʨʘʣʴʥʽ 
ʪʘ ʨʝʰʪʠ ʩʪʽʥ ʢʫʭʥʽ ʢʝʨʘʤʽʯʥʦʶ ʧʣʠʪʢʦʶ, ʬʘʨʙʫʚʘʥʥʽ ʦʰʪʫʢʘʪʫʨʝʥʠʭ ʩʪʽʥ ʢʫʭʥʽ. 

ɿʛʽʜʥʦ ʟ ʚʠʨʘʟʘʤʠ (7, а) é (7, в) ʤʘʻʤʦ ʩʪʨʫʢʪʫʨʥʽ ʚʘʨʽʘʥʪʠ ʰʪʫʢʘʪʫʨʝʥʥʷ ʢʫʭʥʽ: 

182





ПРИКЛАДНІ ПИТАННЯ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ Т. 3, № 1, 2020  
 

10.32782/2618-0340/2020.1-3.18 

ʜʦ ʩʢʣʘʜʫ ʩʠʩʪʝʤ ʙʽʣʴʰ ʚʠʩʦʢʦʛʦ ʨʽʚʥʷ. ʈʝʙʨʘ ʾʾ ʛʨʘʬʘ ʢʨʘʪʥʽ, ʦʩʢʽʣʴʢʠ ʤʦʞʫʪʴ 
ʦʜʥʦʯʘʩʥʦ ʚʽʜʪʚʦʨʶʚʘʪʠ ʢʽʣʴʢʘ ʧʨʦʝʢʪʥʠʭ ʧʘʨʘʤʝʪʨʽʚ ʽ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢ, ʥʘʧʨʠʢʣʘʜ, 
ʚʧʦʜʦʙʘʥʥʷ ʟʘʤʦʚʥʠʢʽʚ, ʧʦʪʨʝʙʫ ʚ ʤʘʪʝʨʽʘʣʘʭ, ʪʨʫʜʦʤʽʩʪʢʽʩʪʴ, ʪʨʠʚʘʣʽʩʪʴ ʨʦʙʽʪ, ʾʭ 
ʚʘʨʪʽʩʪʴ ʽ ʪ. ʜ., ʱʦ ʨʦʟʨʘʭʦʚʫʶʪʴʩʷ ʟ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷʤ ʦʧʠʩʽʚ ʨʽʟʥʦʤʘʥʽʪʥʠʭ ʽʥʰʠʭ 
ʜʠʩʮʠʧʣʽʥ, ʪʘʢʠʭ ʷʢ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʷ ʙʫʜʽʚʥʠʮʪʚʘ, ʝʢʦʥʦʤʽʢʘ ʽ ʪ. ʜ. 

ʇʦʜʘʤʦ ʜʝʷʢʽ ʤʽʨʢʫʚʘʥʥʷ ʩʪʦʩʦʚʥʦ ʜʝʬʽʥʽʮʽʾ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʠʭ ʚʘʨʽʘʥʪʽʚ 
ʦʧʨʘʮʴʦʚʫʚʘʥʠʭ ʨʦʙʽʪ. ʎʷ ʟʘʜʘʯʘ ʜʣʷ ʧʨʦʜʫʢʮʽʾ ʤʘʰʠʥʦʙʫʜʫʚʘʥʥʷ [11] ʨʦʟʚôʷʟʫʻʪʴʩʷ, 
ʟʦʢʨʝʤʘ, ʤʝʪʦʜʦʤ ʽʥʜʝʢʩʘʮʽʾ ʚʝʨʰʠʥ ʛʨʘʬʘ ʩʪʨʫʢʪʫʨʥʦ-ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥʦʾ ʤʦʜʝʣʽ. 
ɿʘʟʥʘʯʝʥʠʡ ʧʽʜʭʽʜ ʛʘʨʘʥʪʫʻ ʚʠʟʥʘʯʝʥʥʷ ʝʢʩʪʨʝʤʘʣʴʥʠʭ, ʪʦʙʪʦ ʤʽʥʽʤʘʣʴʥʠʭ ʘʙʦ 
ʤʘʢʩʠʤʘʣʴʥʠʭ, ʣʘʥʮʶʛʽʚ ʛʨʘʬʘ, ʷʢʽ ʩʧʦʣʫʯʘʶʪʴ ʡʦʛʦ ʧʦʯʘʪʢʦʚʫ ʪʘ ʢʽʥʮʝʚʫ ʚʝʨʰʠʥʫ. 
ɻʦʣʦʚʥʠʤ ʥʝʜʦʣʽʢʦʤ ʻ ʚʝʣʠʢʝ ʯʠʩʣʦ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʢʦʨʪʝʞʽʚ ʽʥʜʝʢʩʽʚ ʫ ʚʝʨʰʠʥʘʭ ʛʨʘʬʘ. 
ʅʘʧʨʠʢʣʘʜ, ʷʢʱʦ ʚʩʽ ʢʦʤʽʨʢʠ ʤʘʪʨʠʮʴ ʩʫʤʽʞʥʦʩʪʽ ʨʠʩ. 2, б ʻ ʦʜʠʥʠʮʷʤʠ (ʚʽʜʧʦʚʽʜʘʻ 
ʥʘʡʙʽʣʴʰʽʡ ʢʽʣʴʢʦʩʪʽ ʚʘʨʽʘʥʪʽʚ), ʪʦ ʫ ʚʝʨʰʠʥʽ ФРБ ʙʫʜʝ 10 ʢʦʤʧʦʥʝʥʪʽʚ ʢʦʨʪʝʞʫ 
ʽʥʜʝʢʩʽʚ, ʚ ОБЛ ï 10 ʪʠʩ., ШТК ï 60 ʪʠʩ. ɿʚʽʩʥʦ, ʮʝ ʛʨʘʥʠʯʥʠʡ ʚʠʧʘʜʦʢ. ʆʜʥʘʢ, ʥʘʚʽʪʴ 
ʧʨʠ ʟʤʝʥʰʝʥʥʽ ʯʠʩʣʘ ʜʦʩʣʽʜʞʫʚʘʥʠʭ ʨʽʟʥʦʚʠʜʽʚ ʫ ʚʠʨʘʟʘʭ (10) é (12) ʚʜʚʽʯʽ, ʤʘʻʤʦ ʜʣʷ 
ʚʝʨʰʠʥʠ ФРБ ï 5 ʢʦʤʧʦʥʝʥʪʽʚ ʢʦʨʪʝʞʫ ʽʥʜʝʢʩʽʚ, ОБЛ ï 625, ШТК ï 1875. 

ʂʦʣʠ ʚʠʙʽʨ ʚʘʨʽʘʥʪʽʚ ʫ ʚʝʨʰʠʥʽ ʛʨʘʬʘ ʩʪʨʫʢʪʫʨʥʦ-ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥʦʾ ʤʦʜʝʣʽ ʪʘ 
ʚʝʣʠʯʠʥʠ ʾʭ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢ ʥʝ ʟʘʣʝʞʘʪʴ ʚʽʜ ʧʦʧʝʨʝʜʥʽʭ ʜʘʥʠʭ, ʱʦ ʚʽʜʧʦʚʽʜʘʻ 
ʧʨʦʘʥʘʣʽʟʦʚʘʥʦʤʫ ʚʠʧʘʜʢʫ ʦʧʦʨʷʜʞʫʚʘʣʴʥʠʭ ʨʦʙʽʪ, ʪʦ ʧʨʦʧʦʥʫʻʪʴʩʷ ʪʘʢʘ ʤʦʜʠʬʽʢʘʮʽʷ 
ʤʝʪʦʜʫ ʽʥʜʝʢʩʘʮʽʾ ʚʝʨʰʠʥ. 

ʋ ʧʝʨʝʜʦʩʪʘʥʥʽʡ ʚʝʨʰʠʥʽ ʛʨʘʬʘ ʬʦʨʤʫʻʪʴʩʷ ʢʦʨʪʝʞ ʽʟ ʚʝʢʪʦʨʘʤʠ-ʪʨʽʡʢʘʤʠ, ʷʢʽ 
ʤʽʩʪʷʪʴ ʜʦʚʞʠʥʫ ʨʝʙʨʘ ʛʨʘʬʘ, ʱʦ ʚʽʜʧʦʚʽʜʘʻ ʟʥʘʯʝʥʥʶ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʠ, ʷʢʘ 
ʦʧʪʠʤʽʟʫʻʪʴʩʷ, ʥʘʣʝʞʥʽ ʥʦʤʝʨʠ ʚʘʨʽʘʥʪʘ ʧʦʪʦʯʥʦʾ ʪʘ ʥʘʩʪʫʧʥʦʾ ʚʝʨʰʠʥʠ ʟ ʤʘʪʨʠʮʴ 
ʩʫʤʽʞʥʦʩʪʽ. ʂʦʨʪʝʞ ʽʥʜʝʢʩʽʚ ʫʧʦʨʷʜʢʦʚʫʻʪʴʩʷ ʟʘ ʟʥʘʯʝʥʥʷʤʠ ʧʝʨʰʠʭ ʢʦʤʧʦʥʝʥʪʽʚ 
ʚʝʢʪʦʨʽʚ. ɿʘ ʧʦʪʨʝʙʠ ʟʤʝʥʰʝʥʥʷ ʯʠʩʣʘ ʦʧʨʘʮʴʦʚʫʚʘʥʠʭ ʚʘʨʽʘʥʪʽʚ, ʙʝʟ ʚʪʨʘʪʠ 
ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʠʭ ʽʟ ʥʠʭ, ʩʢʦʨʦʯʫʻʪʴʩʷ ʯʘʩʪʠʥʘ ʥʝʧʝʨʩʧʝʢʪʠʚʥʠʭ ʽʥʜʝʢʩʽʚ. ɼʘʣʽ ʬʦʨʤʫʻʪʴʩʷ 
ʘʥʘʣʦʛʽʯʥʠʡ ʢʦʨʪʝʞ ʽʥʜʝʢʩʽʚ ʧʦʧʝʨʝʜʥʴʦʾ ʚʝʨʰʠʥʠ ʜʦʜʘʚʘʥʥʷʤ ʜʦ ʫʧʦʨʷʜʢʦʚʘʥʠʭ ʡʦʛʦ 
ʢʦʤʧʦʥʝʥʪʽʚ ʥʦʚʠʭ, ʱʦ ʦʪʨʠʤʘʥʽ ʦʧʨʘʮʶʚʘʥʥʷʤ ʜʝʢʘʨʪʦʚʦʛʦ ʜʦʙʫʪʢʫ ʧʦʯʘʪʢʦʚʦʛʦ 
ʢʦʨʪʝʞʫ ʧʦʪʦʯʥʦʾ ʚʝʨʰʠʥʠ ʪʘ ʢʦʨʪʝʞʫ ʥʘʩʪʫʧʥʦʾ ʚʝʨʰʠʥʠ ʰʣʷʭʦʤ ʧʽʜʩʫʤʦʚʫʚʘʥʥʷ 
ʥʘʣʝʞʥʠʭ ʚʝʣʠʯʠʥ ʜʦʚʞʠʥ ʨʝʙʝʨ. ʄʦʞʣʠʚʝ ʟʤʝʥʰʝʥʥʷ ʯʠʩʣʘ ʦʧʨʘʮʴʦʚʫʚʘʥʠʭ ʚʘʨʽʘʥʪʽʚ 
ʟʜʽʡʩʥʶʻʪʴʩʷ ʦʧʠʩʘʥʠʤ ʚʠʱʝ ʧʨʠʡʦʤʦʤ. ɺʠʢʦʥʘʥʥʷ ʘʣʛʦʨʠʪʤʫ ʟʘʢʽʥʯʫʻʪʴʩʷ ʚ ʧʝʨʰʽʡ 
ʚʝʨʰʠʥʽ ʩʪʨʫʢʪʫʨʥʦ-ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥʦʾ ʤʦʜʝʣʽ. ɺʠʢʣʘʜʝʥʥʷ ʢʦʥʢʨʝʪʥʠʭ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʽʚ ʡʦʛʦ 
ʨʦʙʦʪʠ ʩʪʘʥʦʚʠʪʴ ʧʝʨʩʧʝʢʪʠʚʥʠʡ ʤʘʪʝʨʽʘʣ ʜʣʷ ʧʦʜʘʣʴʰʦʾ ʧʫʙʣʽʢʘʮʽʾ. 

 
Висновки 

ʋ ʩʪʘʪʪʽ ʟʘʧʨʦʧʦʥʦʚʘʥʦ ʤʝʪʦʜʠʢʫ ʪʘ ʘʣʛʦʨʠʪʤʠ ʩʪʨʫʢʪʫʨʥʦ-ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥʦʛʦ 
ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ ʚʠʨʦʙʥʠʯʠʭ ʧʨʦʮʝʩʽʚ, ʱʦ ʜʦʟʚʦʣʷʻ ʧʽʜʚʠʱʫʚʘʪʠ ʝʬʝʢʪʠʚʥʽʩʪʴ 
ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʥʦʛʦ, ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʦʛʦ ʽ ʧʨʦʛʨʘʤʥʦʛʦ ʟʘʙʝʟʧʝʯʝʥʥʷ ʩʠʩʪʝʤ ʘʚʪʦʤʘʪʠʟʦʚʘʥʦʛʦ 
ʧʨʦʝʢʪʫʚʘʥʥʷ ʚ ʙʫʜʽʚʥʠʮʪʚʽ. 
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10.32782/2618-0340/2020.1-3.19 

𝐹 ꞊𝐶11 ∙ 𝑋11 + 𝐶12 ∙ 𝑋12 + ⋯+ 𝐶𝑛𝑚 ∙ 𝑋𝑛𝑚  =  ∑ ∑ 𝐶𝑖𝑗 ∙ 𝑋𝑖𝑗𝑚
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 → 𝑚𝑖𝑛,

ʜʝ Xij− ʢʽʣʴʢʽʩʪʴ ʚʘʥʪʘʞʫ, ʷʢʠʡ ʧʝʨʝʚʦʟʠʪʴʩʷ ʚʽʜ i-ʛʦ ʧʦʩʪʘʯʘʣʴʥʠʢʘ ʜʦ j-ʛʦ ʩʧʦʞʠʚʘʯʘ, 

ʪʘ ʩʠʩʪʝʤʠ ʦʙʤʝʞʝʥʴ: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

𝑥11 + 𝑥12 + ⋯+ 𝑥1𝑚 = 𝑎1

𝑥21 + 𝑥22 + ⋯+ 𝑥2𝑚 = 𝑎2
…

𝑥𝑛1 + 𝑥𝑛2 + ⋯+ 𝑥𝑛𝑚 = 𝑎𝑛.
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

𝑥11 + 𝑥21 + ⋯+ 𝑥𝑛1 = 𝑏1

𝑥12 + 𝑥22 + ⋯+ 𝑥𝑛2 = 𝑏2
…

𝑥1𝑚 + 𝑥2𝑚 + ⋯+ 𝑥𝑛𝑚 = 𝑏𝑚.
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

𝑥11 + 𝑥12 + ⋯+ 𝑥1𝑚 + 𝑥21 +
+𝑥22 + ⋯+ 𝑥2𝑚 + ⋯+ 𝑥𝑖11 +

+𝑥𝑖12 + ⋯+ 𝑥𝑖1𝑚 ≤ 𝑧1

𝑥(𝑖1+1)1 + 𝑥(𝑖1+1)2 + ⋯+ 𝑥(𝑖1+1)𝑚 +
+𝑥(𝑖1+2)1 + 𝑥(𝑖1+2)2 + ⋯+ 𝑥(𝑖1+2)𝑚 +

+⋯+ 𝑥𝑖21 + 𝑥𝑖22 + ⋯+ 𝑥𝑖2𝑚 ≤ 𝑧2

𝑥�𝑖𝑝−1+1�1 + 𝑥�𝑖𝑝−1+1�2 + ⋯+ 𝑥�𝑖𝑝−1+1�𝑚 +
+𝑥�𝑖𝑝−1+2�1 + 𝑥�𝑖𝑝−1+2�2 + ⋯+ 𝑥�𝑖𝑝−1+2�𝑚 +

+⋯+ 𝑥𝑛1 + 𝑥𝑛2 + ⋯+ 𝑥𝑛𝑚 ≤ 𝑧𝑝

ɼʣʷ ʟʥʘʭʦʜʞʝʥʥʷ ʦʧʦʨʥʦʛʦ ʧʣʘʥʫ ʧʨʦʧʦʥʫʻʪʴʩʷ ʥʘʩʪʫʧʥʠʡ ʤʦʜʠʬʽʢʦʚʘʥʠʡ 
ʤʝʪʦʜ ʥʘʡʤʝʥʰʦʾ ʚʘʨʪʦʩʪʽ. 

ʉʢʣʘʜʘʻʤʦ ʪʘʙʣʠʮʶ, ʚ ʷʢʫ ʟʘʥʦʩʷʪʴʩʷ ʚʭʽʜʥʽ ʜʘʥʽ ʪʘ ʚ ʷʢʽʡ ʚ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʽ 
ʚʠʢʦʥʘʥʥʷ ʧʫʥʢʪʽʚ ʘʣʛʦʨʠʪʤʫ, ʙʫʜʝ ʟʥʘʡʜʝʥʦ ʦʧʦʨʥʠʡ ʪʘ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʠʡ ʧʣʘʥʠ (ʪʘʙʣ. 1).  

1. ɿʥʘʭʦʜʠʤʦ ʢʣʽʪʠʥʢʫ ʟ ʥʘʡʤʝʥʰʦʶ ʚʘʨʪʽʩʪʶ ʧʝʨʝʚʝʟʝʥʴ, ʧʦʟʥʘʯʘʻʤʦ ʾʾ
ʯʝʨʝʟ (i0; j0), ʘ ʥʦʤʝʨ ʛʨʫʧʠ ʧʦʩʪʘʯʘʣʴʥʠʢʽʚ, ʜʦ ʷʢʦʾ ʚʦʥʘ ʚʽʜʥʦʩʠʪʴʩʷ ʯʝʨʝʟk0, ʪʘ 
ʧʦʨʽʚʥʶʻʤʦ ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʽ ʾʡ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʟʘʧʘʩʽʚ, ʧʦʪʨʝʙ ʪʘ ʦʙʤʝʞʝʥʴ ʟʘ ʚʠʚʝʟʝʥʥʷʤ ʽʟ ʛʨʫʧʠ, 
ʟʥʘʭʦʜʠʤʦ ʤʝʥʰʝ ʟ ʮʠʭ ʯʠʩʝʣ:∆𝑥 =  𝑚𝑖𝑛(𝑎𝑖0; 𝑏𝑗0; 𝑧𝑘0). 

2. ɿʥʘʡʜʝʥʠʡ ʤʽʥʽʤʫʤ ʟʘʧʠʩʫʻʤʦ ʚ ʢʣʽʪʠʥʢʫ ʚ ʷʢʦʩʪʽ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʧʝʨʝʚʝʟʝʥʥʷ:

𝑋𝑖𝑗 = ∆𝑥. 

3. ɼʘʣʽ ʟʤʝʥʰʫʻʤʦ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʟʘʧʘʩʽʚ, ʧʦʪʨʝʙ ʪʘ ʦʙʤʝʞʝʥʥʷ ʟʘ ʚʠʚʝʟʝʥʥʷʤ ʟ
ʛʨʫʧʠ ʥʘ ʚʝʣʠʯʠʥʫ ∆𝑥: 

𝑎i0
/ = 𝑎𝑖0 − ∆𝑥;   𝑏j0

/ = 𝑏𝑗0 − ∆𝑥;   𝑧𝑘0
/ = 𝑧𝑘0 − ∆𝑥.
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ʊʘʙʣʠʮʷ 1 
ʇʦʩʪʘʥʦʚʢʘ ʤʦʜʠʬʽʢʦʚʘʥʦʾ ʪʨʘʥʩʧʦʨʪʥʦʾ ʟʘʜʘʯʽ 

 
4. ʋ ʚʽʣʴʥʽʡ ʯʘʩʪʠʥʽ ʪʘʙʣʠʮʽ ʟʥʦʚʫ ʟʥʘʭʦʜʠʤʦ ʢʣʽʪʢʫ ʟ ʥʘʡʤʝʥʰʦʶ ʚʘʨʪʽʩʪʶ ʽ 

ʧʦʚʪʦʨʶʻʤʦ ʜʣʷ ʥʝʾ ʧʨʦʮʝʜʫʨʠ ʧʦʧʝʨʝʜʥʽʭ ʧʫʥʢʪʽʚ ʘʣʛʦʨʠʪʤʫ. 

ɻʨ
ʫʧ

ʠ  
ʉʧʦʞʠʚʘʯʽ ɿʘʧʘʩʠ 

ɿʘʧʘʩʠ ʚ ʛʨʫʧʘʭ 

𝐵1 𝐵2 … 𝐵𝑚 

ʇʦʩʪʘʯ. 𝑉𝑗  

𝑈𝑖  

𝑉1 𝑉2 … 𝑉𝑚 

𝑍1 

𝐴1 𝑈1  𝑋11 
𝑐11 

𝑋12 
𝑐12 … 𝑋1𝑚 

 𝑐1𝑚 𝑎1 

𝑧1 
𝐴2 𝑈2 𝑋21 𝑐21 𝑋22 𝑐22 … 𝑋2𝑚 𝑐2𝑚 𝑎2 

… … … … … … … 

𝐴𝑖1  𝑈𝑖1  𝑋𝑖11 𝑐𝑖11 𝑋𝑖12 𝑐𝑖12 … 𝑋𝑖1𝑚 𝑐𝑖1𝑚 𝑎𝑖1  

𝑍2 

𝐴𝑖1+1 𝑈𝑖1+1 𝑋(𝑖1+1)1 𝑐(𝑖1+1)1 𝑋(𝑖1+1)2 𝑐(𝑖1+1)2 … 𝑋(𝑖1+1)𝑚 𝑐(𝑖1+1)𝑚 𝑎𝑖1+1 

𝑧2 
𝐴𝑖1+2 𝑈𝑖1+2  𝑋(𝑖1+2)1 

𝑐(𝑖1+2)1 𝑋(𝑖1+2)2 
 𝑐(𝑖1+2)2 … 𝑋(𝑖1+2)𝑚 

𝑐(𝑖1+2)𝑚 𝑎𝑖1+2 

… … … … … … … 

𝐴𝑖2  𝑈𝑖2  𝑋𝑖21 
𝑐𝑖21 𝑋𝑖22 

𝑐𝑖22 … 𝑋𝑖2𝑚 
 𝑐𝑖2𝑚 𝑎𝑖2 

𝑍3 

𝐴𝑖2+1 𝑈𝑖2+1 𝑋(𝑖2+1)1 
  𝑐(𝑖2+1)1 

𝑋(𝑖2+1)2 
  𝑐(𝑖2+1)2 … 𝑋(𝑖2+1)𝑚 

  𝑐(𝑖2+1)𝑚 𝑎𝑖2+1 

𝑧3 
𝐴𝑖2+2 𝑈𝑖2+2 𝑋(𝑖2+2)1 

𝑐(𝑖2+2)1 𝑋(𝑖2+2)2 
𝑐(𝑖2+2)2 … 𝑋(𝑖2+2)𝑚 

𝑐(𝑖2+2)𝑚 𝑎𝑖2+2 

… … … … … … … 

𝐴𝑖3  𝑈𝑖3  𝑋𝑖31 𝑐𝑖31 𝑋𝑖32      𝑐𝑗32 … 𝑋𝑖3𝑚 𝑐𝑖3𝑚 𝑎𝑖3  

… … … … … … … … … 

𝑍𝑘 

𝐴𝑖𝑘−1+1 𝑈𝑖𝑘−1+1 𝑋(𝑖𝑘−1+1)1 𝑐(𝑖𝑘−1+1)1 𝑋(𝑖𝑘−1+1)2     𝑐(𝑖𝑘−1+1)2 … 𝑋(𝑖𝑘−1+1)𝑚 𝑐(𝑖𝑘−1+1)𝑚 𝑎𝑖𝑘−1+1 

𝑧𝑘 
𝐴𝑖𝑘−1+2 𝑈𝑖𝑘−1+2 𝑋(𝑖𝑘−1+2)1 

𝑐(𝑖𝑘−1+2)1 𝑋(𝑖𝑘−1+2)2 
𝑐(𝑖𝑘−1+2)2 … 𝑋(𝑖𝑘−1+2)𝑚 

𝑐(𝑖𝑘−1+2)𝑚 𝑎𝑖𝑘−1+2 

… … … … … … … 

𝐴𝑖𝑘 𝑈𝑖𝑘  𝑋𝑖𝑘1 𝑐𝑖𝑘1 𝑋𝑖𝑘1 𝑐𝑖𝑘2 … 𝑋𝑖𝑘𝑚  𝑐𝑖𝑘𝑚 𝑎𝑖𝑘  

… … … … … … … … … 

𝑍𝑝 

𝐴𝑖𝑝−1+1 𝑈𝑖𝑝−1+1 𝑋�𝑖𝑝−1+1�1 𝑐(𝑖𝑝−1+1)1 𝑋�𝑖𝑝−1+1�2 𝑐(𝑖𝑝−1+1)2 … 𝑋�𝑖𝑝−1+1�𝑚 𝑐(𝑖𝑝−1+1)𝑚 𝑎𝑖𝑝−1+1 

𝑧𝑝 
𝐴𝑖𝑝−1+2 𝑈𝑖𝑝−1+2 𝑋�𝑖𝑝−1+2�1 

𝑐(𝑖𝑝−1+2)1 𝑋�𝑖𝑝−1+2�2 
𝑐(𝑖𝑝−1+2)2 … 𝑋�𝑖𝑝−1+2�𝑚 

𝑐(𝑖𝑝−1+2)𝑚 𝑎𝑖𝑝−1+2 

… … … … … … … 

𝐴𝑛 𝑈𝑛 𝑋𝑛1 
𝑐𝑛1 𝑋𝑛2 

𝑐𝑛2 … 𝑋𝑛𝑚 
𝑐𝑛𝑚 𝑎𝑖𝑛  

   𝑏1 𝑏2  𝑏𝑚   
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ʋɼʂ: 517. 912 
ʈ.ʄ. ʊɸʎɯʁ, ʆ.ʖ. ʏʄʀʈ, ʆ.ʆ. ʂɸʈɸɹʀʅ 

ʃʴʚʽʚʩʴʢʠʡ ʜʝʨʞʘʚʥʠʡ ʫʥʽʚʝʨʩʠʪʝʪ ʙʝʟʧʝʢʠ ʞʠʪʪʻʜʽʷʣʴʥʦʩʪʽ 

ЗАГАЛЬНІ КРАЙОВІ ЗАДАЧІ ДЛЯ МОДЕЛЮВАННЯ ПОЗДОВЖНІХ 
КОЛИВАНЬ СТРИЖНЯ 

Моделювання коливальних процесів пов’язане з диференціальними рівняннями 
другого порядку в частинних похідних (загальні крайові задачі). Поздовжні коливання 
стрижнів є коливальними процесами, для вивчення яких застосовуються дискретно-
неперервні математичні моделі, основою яких є загальні крайові задачі. Методи 
розв’язування нестаціонарних крайових задач можна поділити на прямі, основу яких 
становить метод відокремлення змінних, метод джерел (метод функції Ґріна), метод 
інтегральних перетворень, наближені та числові методи. 

У багатьох випадках отримання розв’язків таких задач в замкнутому вигляді 
викликає великі труднощі. Уникнути труднощів можна зведенням вказаних задач до 
квазідиференціальних рівнянь, аналітичні розв’язки яких порівняно легше можна 
отримати із застосуванням матричного числення. Обґрунтування існування та 
побудова точних аналітичних розв’язків квазідиференціальних рівнянь, розробка 
програм для наближених обчислень власних значень та власних функцій є актуальним 
завданням.  

Запропонована в даній роботі схема побудови розв’язку належить до прямих 
методів розв’язування крайових задач. В роботі розглянуто загальні крайові задачі для 
поздовжніх коливань стрижня, який складається з двох частин кусково-сталого 
перерізу, та з навантаженням, заданим у правій частині диференціального рівняння. 
Розглянуто п’ять різних випадків крайових умов. Знайдено розв’язки таких задач з 
використанням концепції квазіпохідних, сучасної теорії систем лінійних 
диференціальних рівнянь, класичного методу Фур’є та методу редукції. Концепція 
квазіпохідних дозволяє обходити проблему множення узагальнених функцій, які 
виникають в правій частинні рівняння залежно від виду навантаження. 

За допомогою методу редукції розв’язування задачі зводиться до знаходження 
розв’язків двох задач. Одна задача є стаціонарною неоднорідною крайовою задачею з 
вихідними крайовими умовами. Друга задача є мішаною задачею з нульовими крайовими 
умовами для певного неоднорідного рівняння. Проміжок інтегрування розбивається на 
відрізки. Задачі розглядаються на кожному відрізку розбиття, а потім за допомогою 
матричного числення записується аналітичний вираз розв’язку. Такий підхід дозволяє 
застосовувати програмні засоби до процесу розв’язання задачі, зокрема для 
знаходження власних значень та власних функцій.  

Ключові слова: квазідиференціальне рівняння, крайова задача, матриця Коші, 
задача на власні значення, метод Фур’є, метод власних функцій. 

ʈ.ʄ. ʊɸʎʀʁ, ʆ.ʖ. ʏʄʓʈʔ, ʆ.ʆ. ʂɸʈɸɹʓʅ 
ʃʴʚʦʚʩʢʠʡ ʛʦʩʫʜʘʨʩʪʚʝʥʥʳʡ ʫʥʠʚʝʨʩʠʪʝʪ ʙʝʟʦʧʘʩʥʦʩʪʠ ʞʠʟʥʝʜʝʷʪʝʣʴʥʦʩʪʠ 

ОБЩИЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ПРОДОЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ СТЕРЖНЯ 

Моделирование колебательных процессов связано с дифференциальными 
уравнениями второго порядка в частных производных (общие краевые задачи). 
Продольные колебания стержней являются колебательными процессами для изучения 
которых применяются дискретно-непрерывные математические модели, основой 
которых являются общие краевые задачи. Методы решения нестационарных краевых 
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задач можно разделить на прямые, основу которых составляет метод разделения 
переменных, метод источников (метод функции Грина), метод интегральных 
преобразований, приближенные и численные методы. 

Во многих случаях получение решения таких задач в замкнутом виде вызывает 
большие трудности. Избежать трудностей можно сведением указанных задач к 
квазидифференциальным уравнениям, аналитические решения которых сравнительно 
легче можно получить с применением матричного исчисления. Обоснование 
существования и построение точных аналитических решений квазидифференциальных 
уравнений, разработка программ для приближенных вычислений собственных значений 
и собственных функций является актуальной задачей. 

Предложенная в данной работе схема построения решения относится к 
прямым методам решения краевых задач. В работе рассмотрены общие краевые 
задачи для продольных колебаний стержня, который состоит из двух частей кусочно-
постоянного сечения, и с нагрузкой, заданной в правой части дифференциального 
уравнения. Рассмотрены пять различных случаев краевых условий. Найдено решение 
таких задач с использованием концепции квазипроизводных, современной теории 
систем линейных дифференциальных уравнений, классического метода Фурье и 
метода редукции. Концепция квазипроизводных позволяет обходить проблему 
умножения обобщенных функций, возникающих в правой части уравнения в 
зависимости от вида нагрузки. 

С помощью метода редукции решения задачи сводится к нахождению решений 
двух задач. Одна задача является стационарной неоднородной краевой задачей с 
исходными краевыми условиями. Вторая задача является смешанной задачей с 
нулевыми краевыми условиями для определенного неоднородного уравнения. 
Промежуток интегрирования разбивается на отрезки. Задачи рассматриваются на 
каждом отрезке разбиения, а затем с помощью матричного исчисления записывается 
аналитическое выражение решения. Такой подход позволяет применять программные 
средства в процессе решения задачи, в частности для нахождения собственных 
значений и собственных функций. 

Ключевые слова: квазидифференциальное уравнение, краевая задача, матрица 
Коши, задача на собственные значения, метод Фурье, метод собственных функций. 

R.M. TATSIJ, O.Yu. CHMYR, O.O. KARABYN
Lviv State University of Life Safety 

THE TOTAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR LONGITUDINAL 
OSCILLATIONS OF ROD  

Modeling of oscillatory processes is associated with second-order differential 
equations in partial derivatives (general boundary value problems). Longitudinal oscillations 
of rods are oscillatory processes for the study of which discrete-continuous mathematical 
models are used, the basis of which are general boundary value problems. Methods for 
solving nonstationary boundary value problems can be divided into direct, which are based 
on the method of separating variables, the method of sources (Green's function method), the 
method of integral transformations, approximate and numerical methods. 

In many cases, obtaining solutions to such problems in a closed form is very difficult. 
Difficulties can be avoided by reducing these problems to quasi-differential equations, the 
analytical solutions of which are relatively easier to obtain using matrix calculus. 
Substantiation of existence and construction of exact analytical solutions of quasi-differential 
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equations, development of programs for approximate calculations of eigenvalues and 
eigenfunctions is an urgent task. 

The scheme of solution proposed in this paper belongs to the direct methods of solving 
boundary value problems. The paper considers general boundary value problems for 
longitudinal oscillations of a rod, which consists of two pieces of piece-stable cross-section 
and load in the right part. Five different cases of boundary conditions are considered. 
Solutions of such problems are found using the concept of quasi-derivatives, modern theory of 
systems of linear differential equations, the classical Fourier method and the reduction 
method. The concept of quasi-derivatives allows to bypass the problem of multiplication of 
generalized functions that occur in the right-hand side of the equation depending on the type 
of load. 

Using the reduction method, the solution of the problem is reduced to finding the 
solutions of two problems. One problem is a stationary inhomogeneous boundary value 
problem with initial boundary conditions. The second problem is a mixed problem with zero 
boundary conditions for a certain inhomogeneous equation. The integration interval is 
divided into segments. The problems are considered on each segment of the partition, and 
then the analytical expression of the solution is written with the help of matrix calculus. This 
approach allows you to apply software to the process of solving the problem, in particular to 
find eigenvalues and eigenfunctions. 

Keywords: quasi-differential equation, the boundary value problem, the 
Cauchy matrix, the eigenvalues problem, the method of Fourier and the method 
of eigenfunctions. 

Постановка проблеми 
ʄʘʪʝʤʘʪʠʯʥʝ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ ʨʝʘʣʴʥʠʭ ʬʽʟʠʯʥʠʭ ʧʨʦʮʝʩʽʚ ʪʘ ʷʚʠʱ, ʷʢʝ ʚʨʘʭʦʚʫʻ 

ʻʜʥʽʩʪʴ ʜʠʩʢʨʝʪʥʦʾ ʪʘ ʥʝʧʝʨʝʨʚʥʦʾ ʧʨʠʨʦʜʠ, ʷʢ ʧʨʘʚʠʣʦ, ʧʨʠʚʦʜʠʪʴ ʜʦ ʥʝʦʙʭʽʜʥʦʩʪʽ 
ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ, ʪʘʢ ʟʚʘʥʠʭ, ʢʚʘʟʽʜʠʬʝʨʝʥʮʽʘʣʴʥʠʭ ʨʽʚʥʷʥʴ ʽʟ ʫʟʘʛʘʣʴʥʝʥʠʤʠ ʬʫʥʢʮʽʷʤʠ ʚ 
ʢʦʝʬʽʮʽʻʥʪʘʭ ʪʘ ʧʨʘʚʠʭ ʯʘʩʪʠʥʘʭ. ɼʣʷ ʟʥʘʭʦʜʞʝʥʥʷ ʨʦʟʚôʷʟʢʽʚ ʪʘʢʠʭ ʨʽʚʥʷʥʴ ʰʠʨʦʢʦ 
ʟʘʩʪʦʩʦʚʫʻʪʴʩʷ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʥʠʡ ʘʧʘʨʘʪ ʪʝʦʨʽʾ ʫʟʘʛʘʣʴʥʝʥʠʭ ʬʫʥʢʮʽʡ, ʘ ʪʘʢʦʞ ʢʦʥʮʝʧʮʽʷ 
ʢʚʘʟʽʧʦʭʽʜʥʠʭ. 

ʋʟʘʛʘʣʴʥʝʥʥʷ ʪʘ ʦʙˇʨʫʥʪʫʚʘʥʥʷ ʤʝʪʦʜʫ ʧʦʙʫʜʦʚʠ ʪʦʯʥʠʭ ʘʥʘʣʽʪʠʯʥʠʭ ʪʘ 
ʥʘʙʣʠʞʝʥʠʭ ʨʦʟʚôʷʟʢʽʚ ʪʘʢʠʭ ʟʘʜʘʯ ʽʟ ʚʨʘʭʫʚʘʥʥʷʤ ʟʦʩʝʨʝʜʞʝʥʠʭ ʬʘʢʪʦʨʽʚ ʪʘ ʨʦʟʨʦʙʢʘ 
ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʥʠʭ ʽ ʢʦʤʧôʶʪʝʨʥʠʭ ʤʦʜʝʣʝʡ ʢʦʣʠʚʘʣʴʥʠʭ ʧʨʦʮʝʩʽʚ ʻ ʚʘʞʣʠʚʠʤ ʪʘ 
ʘʢʪʫʘʣʴʥʠʤ ʥʘʫʢʦʚʦ-ʧʨʘʢʪʠʯʥʠʤ ʟʘʚʜʘʥʥʷʤ. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій 
ʄʝʪʦʜʠ ʨʦʟʚôʷʟʫʚʘʥʥʷ ʥʝʩʪʘʮʽʦʥʘʨʥʠʭ ʢʨʘʡʦʚʠʭ ʟʘʜʘʯ ʤʦʞʥʘ ʧʦʜʽʣʠʪʠ ʥʘ ʧʨʷʤʽ, 

ʦʩʥʦʚʫ ʷʢʠʭ ʩʪʘʥʦʚʠʪʴ ʤʝʪʦʜ ʚʽʜʦʢʨʝʤʣʝʥʥʷ ʟʤʽʥʥʠʭ, ʤʝʪʦʜ ʜʞʝʨʝʣ (ʤʝʪʦʜ ʬʫʥʢʮʽʾ 
ˆʨʽʥʘ), ʤʝʪʦʜ ʽʥʪʝʛʨʘʣʴʥʠʭ ʧʝʨʝʪʚʦʨʝʥʴ, ʥʘʙʣʠʞʝʥʽ ʪʘ ʯʠʩʣʦʚʽ ʤʝʪʦʜʠ. 

ɿʘʧʨʦʧʦʥʦʚʘʥʘ ʫ ʮʽʡ ʨʦʙʦʪʽ ʩʭʝʤʘ ʥʘʣʝʞʠʪʴ ʜʦ ʧʨʷʤʠʭ ʤʝʪʦʜʽʚ ʨʦʟʚôʷʟʫʚʘʥʥʷ 
ʢʨʘʡʦʚʠʭ ʟʘʜʘʯ. ɺ ʦʩʥʦʚʫ ʨʝʘʣʽʟʘʮʽʾ ʮʽʻʾ ʩʭʝʤʠ ʧʦʢʣʘʜʝʥʦ ʢʦʥʮʝʧʮʽʶ ʢʚʘʟʽʧʦʭʽʜʥʠʭ [1], 
ʤʝʪʦʜ ʟʚʝʜʝʥʥʷ ʚʠʭʽʜʥʦʾ ʟʘʜʘʯʽ ʜʦ ʨʦʟʚôʷʟʫʚʘʥʥʷ ʜʚʦʭ ʧʨʦʩʪʽʰʠʭ, ʘʣʝ ʚʟʘʻʤʦʧʦʚôʷʟʘʥʠʭ 
ʟʘʜʘʯ, ʩʫʯʘʩʥʫ ʪʝʦʨʽʶ ʩʠʩʪʝʤ ʣʽʥʽʡʥʠʭ ʜʠʬʝʨʝʥʮʽʘʣʴʥʠʭ ʨʽʚʥʷʥʴ, ʢʣʘʩʠʯʥʠʡ ʤʝʪʦʜ 
ʌʫʨôʻ ʪʘ ʤʦʜʠʬʽʢʦʚʘʥʠʡ ʤʝʪʦʜ ʚʣʘʩʥʠʭ ʬʫʥʢʮʽʡ. 

ʋ ʨʦʙʦʪʽ [2] ʨʦʟʛʣʷʥʫʪʦ ʟʘʛʘʣʴʥʫ ʩʭʝʤʫ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʧʦʟʜʦʚʞʥʽʭ ʢʦʣʠʚʘʥʴ 
ʩʪʨʠʞʥʽʚ ʢʫʩʢʦʚʦ-ʩʪʘʣʦʛʦ ʧʝʨʝʨʽʟʫ. ʆʪʨʠʤʘʥʦ ʷʚʥʽ ʬʦʨʤʫʣʠ ʨʦʟʚôʷʟʢʫ ʪʘ ʡʦʛʦ 
ʢʚʘʟʽʧʦʭʽʜʥʦʾ ʪʘʢʦʾ ʟʘʜʘʯʽ ʜʣʷ ʙʫʜʴ-ʷʢʦʛʦ ʧʽʜʽʥʪʝʨʚʘʣʫ ʦʩʥʦʚʥʦʛʦ ʧʨʦʤʽʞʢʫ, ʷʢʽ ʻ 
ʩʧʨʘʚʝʜʣʠʚʠʤʠ ʜʣʷ ʜʦʚʽʣʴʥʦʾ ʩʢʽʥʯʝʥʥʦʾ ʢʽʣʴʢʦʩʪʽ ʪʦʯʦʢ ʨʦʟʨʠʚʫ ʧʝʨʰʦʛʦ ʨʦʜʫ ʫ 
ʬʫʥʢʮʽʷʭ ï ʢʦʝʬʽʮʽʻʥʪʘʭ ʟʘʜʘʯʽ. 
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11 12
0

21 22

( ) ( )
( , , )

( ) ( )

def b b
B x x

b b
ω ω

ω
ω ω

 
=  
 

 .    (32) 

 
ʅʝʪʨʠʚʽʘʣʴʥʠʡ ʨʦʟʚôʷʟʦʢ ( , )X x ω  ʩʠʩʪʝʤʠ (29) ʰʫʢʘʻʤʦ ʫ ʚʠʛʣʷʜʽ 

0( , ) ( , , )X x B x x Cω ω= ⋅ , ʜʝ 1

2

C
C

C
 

=  
 

 ï ʜʝʷʢʠʡ ʥʝʥʫʣʴʦʚʠʡ ʚʝʢʪʦʨ. 

ɺʝʢʪʦʨ-ʬʫʥʢʮʽʷ ( , )X x ω  ʤʘʻ ʟʘʜʦʚʦʣʴʥʷʪʠ ʢʨʘʡʦʚʽ ʫʤʦʚʠ (30), ʪʦʙʪʦ 

0 0 2 0( , , ) ( , , ) 0P B x x Q B x x Cω ω ⋅ + ⋅ ⋅ = 
  , ʚʨʘʭʫʚʘʚʰʠ, ʱʦ 0 0( , , ) ,B x x Iω =  ʧʨʠʡʜʝʤʦ ʜʦ 

ʨʽʚʥʦʩʪʽ 
 

2 0( , , ) 0P Q B x x Cω + ⋅ ⋅ = 
 .    (33) 

 
ɼʣʷ ʽʩʥʫʚʘʥʥʷ ʥʝʥʫʣʴʦʚʦʛʦ ʚʝʢʪʦʨʘ C  ʚ (33) ʥʝʦʙʭʽʜʥʦ ʽ ʜʦʩʠʪʴ ʚʠʢʦʥʘʥʥʷ 

ʫʤʦʚʠ 
 

2 0det ( , , ) 0P Q B x x ω + ⋅ = 
 .    (34) 

 
ʂʦʥʢʨʝʪʠʟʫʻʤʦ ʚʠʛʣʷʜ ʣʽʚʦʾ ʯʘʩʪʠʥʠ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʯʥʦʛʦ ʨʽʚʥʷʥʥʷ (34), 

ʚʨʘʭʫʚʘʚʰʠ ʚʠʛʣʷʜ ʤʘʪʨʠʮʴ P, Q ʪʘ (32) 
 

2 0 11 21 12 22 22 12 21 11 22 21det ( , , ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))P Q B x x p q b q b p q b q bω ω ω ω ω + ⋅ = ⋅ + − ⋅ + 
 . 

 
ʍʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʯʥʝ ʨʽʚʥʷʥʥʷ ʟʘʜʘʯʽ ʥʘ ʚʣʘʩʥʽ ʟʥʘʯʝʥʥʷ (27)−(28) ʤʘʻ ʚʠʛʣʷʜ 
 

11 21 12 22 22 12 21 11 22 21( ( ) ( )) ( ( ) ( )) 0.p q b q b p q b q bω ω ω ω⋅ + − ⋅ + =   (35) 
 

ʗʢ ʚʽʜʦʤʦ (ʜʠʚ. [7]), ʢʦʨʝʥʽ kω  ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʯʥʦʛʦ ʨʽʚʥʷʥʥʷ (35), ʷʢʽ ʻ ʚʣʘʩʥʠʤʠ 
ʟʥʘʯʝʥʥʷʤʠ ʟʘʜʘʯʽ (27), (28), ʻ ʜʦʜʘʪʥʠʤʠ ʪʘ ʨʽʟʥʠʤʠ. ɼʣʷ ʟʥʘʭʦʜʞʝʥʥʷ ʥʝʥʫʣʴʦʚʦʛʦ 
ʚʝʢʪʦʨʘ C  ʧʽʜʩʪʘʚʠʤʦ ʚ ʨʽʚʥʽʩʪʴ (33) kω  ʟʘʤʽʩʪʴ ω . ʊʦʜʽ ʧʨʠʡʜʝʤʦ ʜʦ ʩʠʩʪʝʤʠ ʨʽʚʥʷʥʴ 

 
11 1 12 2

21 11 22 21 1 21 12 22 22 2

0,
( ( ) ( )) ( ( ) ( )) 0.k k k k

p C p C
q b q b C q b q b Cω ω ω ω

+ =
 + ⋅ + + ⋅ =

 (36) 

 
ʆʩʢʽʣʴʢʠ ʚʠʢʦʥʫʻʪʴʩʷ (35), ʪʦʤʫ ʩʠʩʪʝʤʘ (36) ʟʚʦʜʠʪʴʩʷ ʜʦ ʨʽʚʥʷʥʥʷ 

11 1 12 2 0p C p C+ = , ʟ ʷʢʦʛʦ ʟʥʘʭʦʜʠʤʦ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʠ ʚʝʢʪʦʨʘ C  ʟʘ ʧʝʚʥʠʭ ʧʨʠʧʫʱʝʥʴ ʥʘ 
ʢʦʝʬʽʮʽʻʥʪʠ ʤʘʪʨʠʮʴ P ʪʘ Q: 

 
1. 11 21 1p q= = , 12 22 0p q= = , ʪʦʜʽ 1 0C = , ʘ 2 \{0}C R∈ \, ʥʘʧʨʠʢʣʘʜ, 2 1C = , ʪʦʙʪʦ 

0
1

C  
=  
 

 (ʣʽʚʠʡ ʪʘ ʧʨʘʚʠʡ ʢʽʥʮʽ ʟʘʢʨʽʧʣʝʥʽ); 
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2. 11 22 1p q= = , 12 21 0p q= = , ʪʦʜʽ 1 0C = , ʘ 2 \{0}C R∈ \, ʥʘʧʨʠʢʣʘʜ, 2 1C = , ʪʦʙʪʦ 
0
1

C  
=  
 

 (ʣʽʚʠʡ ʢʽʥʝʮʴ ʟʘʢʨʽʧʣʝʥʠʡ, ʧʨʘʚʠʡ ï ʚʽʣʴʥʠʡ); 

3. 11 1p = , 12 0p = , 21q c= , 22q EF= , ʪʦʜʽ 1 0C = , ʘ 2 \{0}C R∈ \, ʥʘʧʨʠʢʣʘʜ, 2 1C = , 

ʪʦʙʪʦ 
0
1

C  
=  
 

 (ʣʽʚʠʡ ʢʽʥʝʮʴ ʟʘʢʨʽʧʣʝʥʠʡ, ʧʨʫʞʥʝ ʟʘʢʨʽʧʣʝʥʥʷ ʧʨʘʚʦʛʦ ʢʽʥʮʷ); 

4. 11p c= − , 12p EF= , 21q c= , 22q EF= , ʧʦʢʣʘʚʰʠ 2 1,C =  ʤʘʻʤʦ 1
EFC
c

= , ʪʦʙʪʦ 

1

EF
C c

 
 =
  
 

; (ʧʨʫʞʥʝ ʟʘʢʨʽʧʣʝʥʥʷ ʣʽʚʦʛʦ ʪʘ ʧʨʘʚʦʛʦ ʢʽʥʮʽʚ); 

5. 11 1p = , 12 0p = , 2
21q Mω= − , 22q EF= , ʪʦʜʽ 1 0C = , ʘ 2 \{0}C R∈ \, ʥʘʧʨʠʢʣʘʜ,  

2 1C = , ʪʦʙʪʦ 
0
1

C  
=  
 

 (ʣʽʚʠʡ ʢʽʥʝʮʴ ʟʘʢʨʽʧʣʝʥʠʡ, ʥʘ ʧʨʘʚʦʤʫ ʢʽʥʮʽ ʟʘʢʨʽʧʣʝʥʘ ʤʘʩʘ). 

 
ʅʝʭʘʡ ( , )k kX x ω  ï ʥʝʪʨʠʚʽʘʣʴʥʠʡ ʚʣʘʩʥʠʡ ʚʝʢʪʦʨ, ʱʦ ʚʽʜʧʦʚʽʜʘʻ ʚʣʘʩʥʦʤʫ 

ʟʥʘʯʝʥʥʶ kω . ʉʧʨʘʚʝʜʣʠʚʠʤ ʻ ʪʚʝʨʜʞʝʥʥʷ. 
ɺʣʘʩʥʽ ʚʝʢʪʦʨʠ ʩʠʩʪʝʤʠ ʜʠʬʝʨʝʥʮʽʘʣʴʥʠʭ ʨʽʚʥʷʥʴ (29) ʟ ʢʨʘʡʦʚʠʤʠ ʫʤʦʚʘʤʠ (30) 

ʤʘʶʪʴ ʩʪʨʫʢʪʫʨʫ 0( , ) ( , , )k k kX x B x x Cω ω= ⋅ , k N∈ . ɺʣʘʩʥʽ ʬʫʥʢʮʽʾ ( , )k kX x ω , ʷʢ ʧʝʨʰʽ 

ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʠ ʚʣʘʩʥʠʭ ʚʝʢʪʦʨʽʚ ( , )k kX x ω , ʤʦʞʥʘ ʟʘʧʠʩʘʪʠ ʫ ʚʠʛʣʷʜʽ 
 

( ) 0( , ) 1 0 ( , , )k k kX x B x x Cω ω= ⋅ ⋅ , 1,2,3,k =  .   (37) 
 
ɿʦʢʨʝʤʘ, ʦʩʢʽʣʴʢʠ  
 

0 0 1 1( , ) ( , ) ( , )k k k k k kX x X x X xω ω θ ω θ= ⋅ + ⋅ ,    (38) 
 
ʪʦʤʫ ʟ (31) ʪʘ (37) ʚʠʧʣʠʚʘʻ, ʱʦ 
 

( )0 0 0( , ) 1 0 ( , , )k k kX x B x x Cω ω= ⋅ ⋅ , 

( )1 1 1 1 0( , ) 1 0 ( , , ) ( , , )k k k kX x B x x B x x Cω ω ω= ⋅ ⋅ ⋅  .  (39) 
 
5. Побудова розв’язку ( , )v x t  мішаної задачі (22)−(24). 
ʋ ʨʦʙʦʪʽ [8] ʟʘʩʪʦʩʦʚʫʶʯʠ ʤʝʪʦʜ ʚʣʘʩʥʠʭ ʬʫʥʢʮʽʡ, ʦʪʨʠʤʘʥʦ ʨʦʟʚôʷʟʦʢ ʤʽʰʘʥʦʾ 

ʟʘʜʘʯʽ (22)−(24). ɺʨʘʭʦʚʫʶʯʠ ʬʦʨʤʫʣʫ (38) ʪʘ ʪʝ, ʱʦ 0 0 1 1( , ) ( , ) ( , )v x t v x t v x tθ θ= ⋅ + ⋅ , ʜʝ 

0( , )v x t  ʪʘ 1( , )v x t  ʚʠʟʥʘʯʝʥʽ ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʦ ʥʘ ʧʨʦʤʽʞʢʘʭ 0 1[ ; )x x  ʪʘ 1 2[ ; ]x x , ʦʜʝʨʞʫʻʤʦ 
 

1
0 0 0

1 0

1( , ) cos sin sin ( ) ( ) ( , )
t

k
k k k k k k k

k kk
v x t t t t s w s ds X xω ω ω ω

ω ω

∞

=

 Φ
 = Φ + − − ⋅ ⋅
  

∑ ∫ , 
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Мета дослідження 

ɼʣʷ ʨʦʟʚôʷʟʘʥʥʷ ʧʦʩʪʘʚʣʝʥʦʾ ʟʘʜʘʯʽ ʥʝʦʙʭʽʜʥʦ ʧʨʦʚʝʩʪʠ ʘʥʘʣʽʟ ʩʪʨʫʢʪʫʨʠ 
ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʭ ʤʥʦʞʠʥ. ʅʘ ʦʩʥʦʚʽ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʽʚ ʘʥʘʣʽʟʫ ʧʦʢʘʟʘʪʠ, ʱʦ ʫʪʚʦʨʝʥʥʷ 
ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʭ ʢʦʥʬʽʛʫʨʘʮʽʡ ʧʨʦʚʦʜʠʪʴʩʷ ʟʘ ʜʦʧʦʤʦʛʦʶ ʪʨʴʦʭ ʨʝʢʫʨʝʥʪʥʠʭ 
ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʭ ʦʧʝʨʘʪʦʨʽʚ, ʘ ʾʭʥʻ ʩʪʨʦʛʝ ʚʧʦʨʷʜʢʫʚʘʥʥʷ  ʚʠʢʦʥʫʻʪʴʩʷ ʪʘʢʦʞ ʟʘ ʪʨʴʦʤʘ 
ʧʨʘʚʠʣʘʤʠ. ɻʝʥʝʨʫʚʘʥʥʷ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʭ ʤʥʦʞʠʥ ʧʨʦʚʦʜʠʪʴʩʷ ʟ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʟʘʜʘʥʦʾ 
ʙʘʟʦʚʦʾ ʤʥʦʞʠʥʠ ʟʘ ʜʦʧʦʤʦʛʦʶ ʥʘʚʝʜʝʥʠʭ ʧʨʘʚʠʣ. ʊʦʙʪʦ, ʜʣʷ ʚʧʦʨʷʜʢʫʚʘʥʥʷ 
ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʭ ʤʥʦʞʠʥ ʜʦʩʪʘʪʥʴʦ ʟʘʜʘʪʠ ʪʠʧ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʦʾ ʢʦʥʬʽʛʫʨʘʮʽʾ, ʙʘʟʦʚʫ 
ʤʥʦʞʠʥʫ ʪʘ ʧʨʘʚʠʣʘ ʾʭʥʴʦʛʦ ʫʪʚʦʨʝʥʥʷ ʪʘ ʚʧʦʨʷʜʢʫʚʘʥʥʷ. ɸʥʘʣʦʛʽʯʥʦ ʟʘʜʘʻʪʴʩʷ 
ʟʥʘʢʦʚʠʡ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʡ ʧʨʦʩʪʽʨ, ʜʣʷ ʷʢʦʛʦ ʫʚʦʜʠʪʴʩʷ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʠʡ ʟʥʘʢ.   
 

Викладення основного матеріалу дослідження 
 

Базові множини та комбінаторні конфігурації. ʆʩʢʽʣʴʢʠ ʝʣʝʤʝʥʪʘʤʠ 
ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʭ ʤʥʦʞʠʥ ʻ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʽ ʢʦʥʬʽʛʫʨʘʮʽʾ ʧʝʚʥʦʛʦ ʪʠʧʫ, ʨʦʟʛʣʷʥʝʤʦ, ʷʢ ʚʦʥʠ 
ʫʪʚʦʨʶʶʪʴʩʷ ʪʘ ʟʘ ʷʢʠʤʠ ʧʨʘʚʠʣʘʤʠ ʚʧʦʨʷʜʢʦʚʫʶʪʴʩʷ.  

ʂʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʦʶ ʢʦʥʬʽʛʫʨʘʮʽʻʶ ʥʘʟʚʝʤʦ ʙʫʜʴ-ʷʢʫ ʩʫʢʫʧʥʽʩʪʴ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ, ʷʢʘ 
ʫʪʚʦʨʶʻʪʴʩʷ ʟ ʫʩʽʭ ʘʙʦ ʟ ʜʝʷʢʠʭ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʟʘʜʘʥʦʾ ʤʥʦʞʠʥʠ },...,{ 1 naaA =  [8]. 
ʇʦʟʥʘʯʠʤʦ ʾʾ ʚʧʦʨʷʜʢʦʚʘʥʦʶ ʤʥʦʞʠʥʦʶ ),...,( 1

kkk www η= . ʇʽʜ ʩʠʤʚʦʣʦʤ Awk
j ∈  

ʨʦʟʫʤʽʻʤʦ ʷʢ ʦʢʨʝʤʽ ʝʣʝʤʝʥʪʠ, ʪʘʢ ʽ ʧʽʜʤʥʦʞʠʥʠ (ʙʣʦʢʠ), },...,1{ n∈η  ï ʢʽʣʴʢʽʩʪʴ 
ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʫ kw , qkwW 1}{=  ï ʤʥʦʞʠʥʘ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʭ ʢʦʥʬʽʛʫʨʘʮʽʡ. ɺʝʨʭʥʽʡ ʽʥʜʝʢʩ k  
( },...,1{ qk ∈ ) ʫ kw  ʧʦʟʥʘʯʘʻ ʧʦʨʷʜʢʦʚʠʡ ʥʦʤʝʨ kw  ʫ W , q ï ʢʽʣʴʢʽʩʪʴ kw  ʫ W .  

ʂʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʽ ʢʦʥʬʽʛʫʨʘʮʽʾ ʙʫʜʴ-ʷʢʦʛʦ ʪʠʧʫ ʬʦʨʤʫʶʪʴʩʷ ʟ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʟʘʜʘʥʦʾ 
ʤʥʦʞʠʥʠ ʭʘʨʘʢʪʝʨʥʦʶ ʜʣʷ ʢʦʞʥʦʛʦ ʟ ʥʠʭ ʦʧʝʨʘʮʽʻʶ. ʆʜʥʽ ʟ ʮʠʭ ʦʧʝʨʘʮʽʡ ʟʤʽʥʶʶʪʴ 
ʧʦʨʷʜʦʢ ʨʦʟʤʽʱʝʥʥʷ ʚ ʥʠʭ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ, ʽʥʰʽ ʟʤʽʥʶʶʪʴ ʾʭʥʽʡ ʩʢʣʘʜ. 

Означення 1. ʄʥʦʞʠʥʫ },...,{ 1 naaA = , ʟ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʷʢʦʾ ʫʪʚʦʨʶʶʪʴʩʷ 
ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʽ ʢʦʥʬʽʛʫʨʘʮʽʾ, ʥʘʟʚʝʤʦ ʙʘʟʦʚʦʶ. 

Означення 2. ʈʝʢʫʨʝʥʪʥʠʤ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʤ ʦʧʝʨʘʪʦʨʦʤ ʥʘʟʚʝʤʦ ʩʫʢʫʧʥʽʩʪʴ 
ʧʨʘʚʠʣ, ʟʘ ʜʦʧʦʤʦʛʦʶ ʷʢʠʭ ʟ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʙʘʟʦʚʦʾ ʤʥʦʞʠʥʠ A  (ʘʙʦ ʟ ʧʦʧʝʨʝʜʥʴʦʾ 1−kw ) 
ʫʪʚʦʨʶʻʪʴʩʷ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʘ ʢʦʥʬʽʛʫʨʘʮʽʷ kw . 

ʈʽʟʥʦʤʘʥʽʪʥʽ ʪʠʧʠ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʭ ʢʦʥʬʽʛʫʨʘʮʽʡ ʫʪʚʦʨʶʶʪʴʩʷ ʟʘ ʜʦʧʦʤʦʛʦʶ 
ʪʨʴʦʭ ʨʝʢʫʨʝʥʪʥʠʭ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʭ ʦʧʝʨʘʪʦʨʽʚ: ʚʠʙʠʨʘʥʥʷ, ʪʨʘʥʩʧʦʟʠʮʽʷ, ʘʨʠʬʤʝʪʠʯʥʠʡ.  

ʆʟʥʘʯʝʥʥʷ ʦʛʦʚʦʨʝʥʠʭ ʦʧʝʨʘʪʦʨʽʚ ʧʦʜʘʥʦ ʫ [8].  
ʋʨʘʭʦʚʫʶʯʠ ʚʠʱʝʚʠʢʣʘʜʝʥʝ, ʫʟʘʛʘʣʴʥʠʤʦ ʩʧʦʩʦʙʠ ʫʪʚʦʨʝʥʥʷ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʭ 

ʢʦʥʬʽʛʫʨʘʮʽʡ. 
ʂʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʽ ʢʦʥʬʽʛʫʨʘʮʽʾ kw  ʟ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʙʘʟʦʚʦʾ ʤʥʦʞʠʥʠ A  ʫʪʚʦʨʶʶʪʴʩʷ 

ʨʝʢʫʨʝʥʪʥʠʤ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʤ ʦʧʝʨʘʪʦʨʦʤ ʚʠʙʠʨʘʥʥʷ. ʂʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʘ ʢʦʥʬʽʛʫʨʘʮʽʷ kw  ʫ 
ʤʥʦʞʠʥʽ W  ʫʪʚʦʨʶʻʪʴʩʷ ʟ Wwi ∈  ʨʝʢʫʨʝʥʪʥʠʤ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʤ ʦʧʝʨʘʪʦʨʦʤ 
ʪʨʘʥʩʧʦʟʠʮʽʾ ʘʙʦ ʘʨʠʬʤʝʪʠʯʥʠʤ, ik < . ʇʝʨʰʘ 1w  ʫʪʚʦʨʶʻʪʴʩʷ ʟ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʤʥʦʞʠʥʠ A  
ʦʧʝʨʘʪʦʨʦʤ ʚʠʙʠʨʘʥʥʷ. 

ʆʩʢʽʣʴʢʠ ʙʘʟʦʚʘ ʤʥʦʞʠʥʘ A  ʤʽʩʪʠʪʴ ʫʩʽ ʝʣʝʤʝʥʪʠ, ʥʝʦʙʭʽʜʥʽ ʜʣʷ ʬʦʨʤʫʚʘʥʥʷ 
Wwk ∈ , ʪʦʜʽ ʧʝʨʰʘ Ww ∈1  ʜʣʷ ʫʩʽʭ ʪʠʧʽʚ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʭ ʢʦʥʬʽʛʫʨʘʮʽʡ ʫʪʚʦʨʶʻʪʴʩʷ ʟ 

A  ʦʧʝʨʘʪʦʨʦʤ ʚʠʙʠʨʘʥʥʷ. ʊʠʧ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʦʾ ʢʦʥʬʽʛʫʨʘʮʽʾ Wwk ∈  ʚʠʟʥʘʯʘʻʪʴʩʷ 
ʨʝʢʫʨʝʥʪʥʠʤ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʤ ʦʧʝʨʘʪʦʨʦʤ. 

ʗʢ ʧʦʢʘʟʫʻ ʘʥʘʣʽʟ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʭ ʤʥʦʞʠʥ, ʚʦʥʠ ʤʦʞʫʪʴ ʫʧʦʨʷʜʢʦʚʫʚʘʪʠʩʷ 
ʦʜʥʠʤʠ ʽ ʪʠʤʠ ʩʘʤʠʤʠ ʧʨʦʮʝʜʫʨʘʤʠ, ʪʦʙʪʦ ʽʩʥʫʶʪʴ ʟʘʢʦʥʦʤʽʨʥʦʩʪʽ ʾʭʥʴʦʛʦ 
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ʋʧʦʨʷʜʢʫʻʤʦ ʧʝʨʝʩʪʘʥʦʚʢʠ ʟ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷʤ ʚʣʘʩʪʠʚʦʩʪʽ ʧʝʨʽʦʜʠʯʥʦʩʪʽ ʪʘʢ, ʱʦ 
ʥʘʩʪʫʧʥʘ ʧʝʨʝʩʪʘʥʦʚʢʘ ʫʪʚʦʨʶʻʪʴʩʷ ʟ ʧʦʧʝʨʝʜʥʴʦʾ ʦʜʥʽʻʶ ʦʧʝʨʘʮʽʻʶ ʪʨʘʥʩʧʦʟʠʮʽʾ ʜʚʦʭ 
ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ k

l
k
j ww , .  

Правило 7. ʇʝʨʝʩʪʘʥʦʚʢʠ 1+kw  ʚ ʽʥʪʝʨʚʘʣʘʭ ʥʫʣʴʦʚʦʛʦ ʨʘʥʛʫ ʜʦʚʞʠʥʦʶ !3  
ʫʪʚʦʨʶʶʪʴʩʷ ʟ ʧʦʧʝʨʝʜʥʴʦʾ kw  ʦʜʥʽʻʶ ʪʨʘʥʩʧʦʟʠʮʽʻʶ ʜʚʦʭ ʩʫʩʽʜʥʽʭ (ʧʝʨʰʦʛʦ, ʜʨʫʛʦʛʦ 
ʘʙʦ ʪʨʝʪʴʦʛʦ) ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ kkk www 321 ,, , ),...,,,( 321

k
n

kkkk wwwww = . 
ɿʘʧʠʰʝʤʦ ʨʝʢʫʨʝʥʪʥʠʡ ʚʠʨʘʟ ʫʪʚʦʨʝʥʥʷ ʥʘʩʪʫʧʥʦʾ ʧʝʨʝʩʪʘʥʦʚʢʠ 1+kw  ʽʥʪʝʨʚʘʣʫ 

ʥʫʣʴʦʚʦʛʦ ʨʘʥʛʫ ʟ ʧʦʧʝʨʝʜʥʴʦʾ kw , ʫ ʷʢʦʤʫ ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʻʪʴʩʷ ʘʨʠʬʤʝʪʠʯʥʠʡ ʦʧʝʨʘʪʦʨ:  
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ɺʚʘʞʘʪʠʤʝʤʦ, ʱʦ ʧʝʨʰʘ ʧʝʨʝʩʪʘʥʦʚʢʘ ʟʘʜʘʥʘ ʽ ʟʘʜʘʥʦ ʧʦʯʘʪʢʦʚʝ ʟʥʘʯʝʥʥʷ 

ʙʽʥʘʨʥʦʾ ʧʦʩʣʽʜʦʚʥʦʩʪʽ )0,1,1(1 =r . ʊʦʜʽ ʚʠʨʘʟ ʜʣʷ ʨʝʢʫʨʝʥʪʥʦʛʦ ʫʪʚʦʨʝʥʥʷ 1+kr  ʥʘʙʫʜʝ 
ʚʠʛʣʷʜʫ: 

 
))1(,),1(()( 121

1 kkkkk rrrrr −−=+ . 
 

Правило 8. ʆʙʤʝʞʫʚʘʣʴʥʘ ʧʝʨʝʩʪʘʥʦʚʢʘ ʘʙʦ ʟʘʜʘʻʪʴʩʷ, ʘʙʦ ʫʪʚʦʨʶʻʪʴʩʷ ʦʜʥʽʻʶ 
ʪʨʘʥʩʧʦʟʠʮʽʻʶ ʜʚʦʭ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ),( 1

kk ww σσα − , ʷʢʱʦ σ ï ʥʝʧʘʨʥʝ, ʽ ),( kk
j ww σα , ʷʢʱʦ σ  ï 

ʧʘʨʥʝ, ʜʝ 1−=σj  ʜʣʷ ʜʨʫʛʦʛʦ ʽ ʪʨʝʪʴʦʛʦ ʽʥʪʝʨʚʘʣʽʚ σ -ʛʦ ʨʘʥʛʫ ʽ 
)}3()2(,...,1)2{( −−−−−∈ nnnj  ʜʣʷ t -ʛʦ ʽʥʪʝʨʚʘʣʫ σ -ʛʦ ʨʘʥʛʫ, } ..., ,4{ n∈σ , 

},...,4{ nt∈ . ʇʝʨʝʭʽʜ ʜʦ ʥʘʩʪʫʧʥʦʛʦ ʝʣʝʤʝʥʪʘ kw 1+σ  ʧʨʦʚʦʜʠʪʴʩʷ ʪʦʜʽ, ʢʦʣʠ ʝʣʝʤʝʥʪʠ 
kk ww σ,...,1  ʫʪʚʦʨʷʪʴ ʫʩʽ ʧʝʨʝʩʪʘʥʦʚʢʠ, ) ..., , ..., ,( 1

k
n

kkk wwww σ= , }..., ,4{ n∈σ . 
Правило 9. ɯʥʪʝʨʚʘʣ σ -ʛʦ ʨʘʥʛʫ ʫʧʦʨʷʜʢʦʚʘʥʦʾ ʤʥʦʞʠʥʠ W  ʫʪʚʦʨʶʻʪʴʩʷ ʟ 

ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ kk ww σ,...,1  ʟʘ ʧʨʘʚʠʣʘʤʠ 7ï8 ʪʘʢ, ʱʦ ʡʦʛʦ ʜʦʚʞʠʥʘ ʜʦʨʽʚʥʶʻ !σ . 
ʎʽ ʧʨʘʚʠʣʘ ʩʧʨʘʚʝʜʣʠʚʽ ʜʣʷ ʙʘʛʘʪʴʦʭ ʫʧʦʨʷʜʢʫʚʘʥʴ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʭ ʤʥʦʞʠʥ, ʷʢʽ 

ʤʘʶʪʴ ʫʧʦʨʷʜʢʦʚʘʥʫ ʩʪʨʫʢʪʫʨʫ. ɺ ʾʭ ʦʩʥʦʚʽ ʣʝʞʠʪʴ ʚʣʘʩʪʠʚʽʩʪʴ ʧʝʨʽʦʜʠʯʥʦʩʪʽ. 
 

Висновки 
ʆʪʞʝ, ʜʣʷ ʚʧʦʨʷʜʢʫʚʘʥʥʷ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʭ ʢʦʥʬʽʛʫʨʘʮʽʡ ʜʦʩʪʘʪʥʴʦ ʟʘʜʘʪʠ ʙʘʟʦʚʫ 

ʤʥʦʞʠʥʫ, ʧʨʘʚʠʣʘ ʫʪʚʦʨʝʥʥʷ ʪʘ ʧʨʘʚʠʣʘ ʛʝʥʝʨʫʚʘʥʥʷ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʭ ʤʥʦʞʠʥ ʽ ʾʭʥʽʡ 
ʪʠʧ. ʎʽ ʧʨʘʚʠʣʘ ʬʦʨʤʫʶʪʴʩʷ, ʚʠʭʦʜʷʯʠ ʟ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʽʚ ʘʥʘʣʽʟʫ ʩʪʨʫʢʪʫʨʠ ʧʝʚʥʦʾ 
ʤʥʦʞʠʥʠ. ʊʦʙʪʦ, ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʘ ʤʥʦʞʠʥʘ ʽʩʥʫʻ ʚ ʜʚʦʭ ʩʪʘʥʘʭ ʽ ʟʘʜʘʻʪʴʩʷ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʠʤ 
ʟʥʘʢʦʤ. ɺʽʜʧʦʚʽʜʥʦ ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʠʤ ʟʥʘʢʦʤ ʟʘʜʘʻʪʴʩʷ ʽ ʟʥʘʢʦʚʠʡ ʢʦʤʙʽʥʘʪʦʨʥʠʡ ʧʨʦʩʪʽʨ, 
ʷʢʠʡ ʽʩʥʫʻ ʚ ʜʚʦʭ ʩʪʘʥʘʭ: ʟʛʦʨʥʫʪʦʤʫ (ʩʧʦʢʦʾ) ʪʘ ʨʦʟʛʦʨʥʫʪʦʤʫ (ʜʠʥʘʤʽʮʽ). 
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становится всё более слабо структурированным и случайным, в связи с чем возникает 
необходимость в управлении данным процессом.Исследования вопроса управления 
развитием предприятий при целенаправленном изменении параметров, структуры и 
свойств системы и возмущении внешней и внутренней среды требуют использования 
новых моделей управления, при этом каждая новая модель должна быть лучше 
заменяемой. Предложенный подход к моделированию системы управления развитием 
производственного предприятия и его практическая реализация дают возможность 
определять доминирующие параметры развития производственных предприятий и 
своевременно отслеживать импульсы и пространство состояний производственной 
системы в качестве параметров для её развития. Анализ состояния производственной 
системы и оценка динамики её развития показывают необходимость формирования 
системы обобщённых векторно-скалярных, ситуационно ориентированных 
показателей. Представленные показатели производственной системы в виде вектора 
состояния входящего и выходящего векторов могут быть базовыми для 
идентификации состояния предприятия, а также могут быть использованы для 
оценки эффективности его функционирования и для оптимизационных целевых 
функций при решении задач управления развитием предприятия.  

Ключевые слова: развитие, производственное предприятие, моделирование 
состояния производственной системы, управление, оптимизация, пространство 
состояний. 

 
A.V. USOV, Yu.Ye. SIKIRASH 
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MODELLING OF OPTIMAL DEVELOPMENT OF PRODUCTION SYSTEMS 

 

The article summarizes the arguments and counterarguments on the identification of 
the spatial state of the production system to assess the effectiveness of its functioning and 
optimization of target functions in solving development management problems. The main goal 
of the study is to develop an approach to modeling the development management system of a 
manufacturing enterprise. The problem of managing the development of production systems 
has shown that each level of analysis of the state of the enterprise and assessment of the 
dynamics of its development and the problem situation corresponds to an aggregated set of 
estimates that take into account both individual indicators and their different groups. The 
relevance of solving this scientific problem lies in the fact that the process of managing the 
development of an enterprise is becoming more and more weakly structured and random, and 
therefore there is a need to manage this process. 

Studies of the issue of managing the development of enterprises with a deliberate 
change in the parameters, structure and properties of the system and perturbation of the 
external and internal environment require the use of new management models, with each new 
model should be better replaceable. The proposed approach to modeling the development 
management system of a manufacturing enterprise and its practical implementation makes it 
possible to determine the dominant development parameters of manufacturing enterprises and 
to track in a timely manner the impulses and state space of the production system as 
parameters for its development. Analysis of the state of the production system and assessment 
of the dynamics of its development show the need for the formation of a system of generalized 
vector-scalar, situationally oriented indicators. The presented indicators of production system 
in the form of a state vector of the incoming and outgoing vectors can be basic for identifying 
the state of the enterprise, and can also be used to assess the effectiveness of its functioning 
and for optimizing target functions in solving problems of managing the development of the 
enterprise. 
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Keywords: development, manufacturing enterprise, modeling of the state of the 
production system, management, optimization, state space. 

 
Постановка проблеми 

ʉʫʯʘʩʥʽ ʚʠʨʦʙʥʠʯʽ ʩʠʩʪʝʤʠ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʟʫʶʪʴʩʷ ʚʠʩʦʢʦʶ ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʥʦʶ ʪʘ 
ʩʪʨʫʢʪʫʨʥʦʶ ʜʠʥʘʤʽʯʥʽʩʪʶ, ʩʫʪʪʻʚʠʤʠ ʥʝʣʽʥʽʡʥʦʩʪʷʤʠ ʪʘ ʚʠʩʦʢʦʶ ʥʝʚʠʟʥʘʯʝʥʽʩʪʶ 
ʟʦʚʥʽʰʥʴʦʛʦ ʦʪʦʯʝʥʥʷ. ʍʘʨʘʢʪʝʨʥʽ ʨʠʩʠ ʚʠʨʦʙʥʠʯʠʭ ʩʠʩʪʝʤ (ɺʉ) ï ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷ 
ʝʬʝʢʪʠʚʥʠʭ ʚʠʩʦʢʠʭ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʡ, ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʠʭ ʩʠʩʪʝʤ. ɿʘʜʘʯʽ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʛʦ ʨʦʟʚʠʪʢʫ 
ɺʉ ʻ ʩʢʣʘʜʥʠʤʠ ʙʘʛʘʪʦʚʠʤʽʨʥʠʤʠ ʚʘʨʽʘʮʽʡʥʠʤʠ ʟʘʜʘʯʘʤʠ, ʘʥʘʣʽʪʠʯʥʠʡ ʨʦʟʚôʷʟʦʢ ʷʢʠʭ 
ʽʩʥʫʻ ʪʽʣʴʢʠ ʜʣʷ ʩʧʨʦʱʝʥʠʭ ʤʦʜʝʣʝʡ. ʉʫʯʘʩʥʽ ɺʉ ʬʘʢʪʠʯʥʦ ʥʝ ʤʘʶʪʴ ʜʦʚʛʠʭ ʧʝʨʽʦʜʽʚ 
ʬʫʥʢʮʽʦʥʫʚʘʥʥʷ ʟ ʥʝʟʤʽʥʥʠʤʠ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʷʤʠ, ʥʦʤʝʥʢʣʘʪʫʨʦʶ ʪʘ ʧʦʪʨʝʙʘʤʠ. 
ɼʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʪʘ ʧʦʙʫʜʦʚʘ ʤʦʜʝʣʝʡ ʬʫʥʢʮʽʦʥʫʚʘʥʥʷ ʪʘ ʨʦʟʚʠʪʢʫ ʧʦʢʘʟʘʣʠ, ʱʦ ʮʽʣʽʩʥʦʾ 
ʩʠʩʪʝʤʠ ʤʦʜʝʣʝʡ ʪʘ ʤʝʪʦʜʽʚ ɺʉ ʜʣʷ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷ ʾʭ ʫ ʩʠʩʪʝʤʘʭ ʦʧʝʨʘʪʠʚʥʦʛʦ ʽ 
ʩʪʨʘʪʝʛʽʯʥʦʛʦ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ʥʝ ʩʪʚʦʨʝʥʦ [15]. ʊʦʤʫ ʨʦʟʨʦʙʢʘ ʝʬʝʢʪʠʚʥʠʭ ʤʦʜʝʣʝʡ ʪʘ 
ʤʝʪʦʜʽʚ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʛʦ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ʨʦʟʚʠʪʢʦʤ ʚʠʨʦʙʥʠʮʪʚʘ ʻ ʘʢʪʫʘʣʴʥʦʶ. 

 
Аналіз останніх досліджень і публікацій 

ɹʘʟʦʚʠʡ ʘʥʘʣʦʛ ʟʘʜʘʯ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʛʦ ʨʦʟʚʠʪʢʫ ʚʠʨʦʙʥʠʯʠʭ ʩʠʩʪʝʤ ʫ ʢʣʘʩʽ 
ʨʦʟʧʦʜʽʣʫ ʨʝʩʫʨʩʽʚ ʤʽʞ ʨʦʟʚʠʪʢʦʤ ɺʉ ʪʘ ʥʘʢʦʧʠʯʝʥʥʷʤ ʧʦʩʪʘʚʣʝʥʠʡ ʪʘ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʠʡ 
ʈ. ɹʝʣʣʤʘʥʦʤ [6] ʫ çʟʘʜʘʯʽ ʨʦʟʧʦʜʽʣʫè. ʄʝʪʘ ʦʧʪʠʤʽʟʘʮʽʾ ʚ ʧʨʷʤʽʡ ʟʘʜʘʯʽ ï ʤʘʢʩʠʤʽʟʘʮʽʷ 
ʽʥʪʝʛʨʘʣʴʥʦʛʦ ʢʨʠʪʝʨʽʶ çʥʘʢʦʧʠʯʝʥʥʷè, ʫ ʩʧʨʷʞʝʥʽʡ ï ʤʽʥʽʤʽʟʘʮʽʷ ʚʠʪʨʘʪ ʟʘ ʟʘʜʘʥʦʶ 
ʧʨʦʛʨʘʤʦʶ ʨʦʟʚʠʪʢʫ. 

ɼʣʷ ʨʦʟʚôʷʟʘʥʥʷ ʟʘʜʘʯʽ ʨʦʟʚʠʪʢʫ ɺʉ ʚʠʙʨʘʥʦ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ʚ ʧʨʦʩʪʦʨʽ ʩʪʘʥʽʚ [78] ʽ 
ʤʝʪʦʜ ʧʨʠʥʮʠʧʫ ʤʘʢʩʠʤʫʤʫ ʇʦʥʪʨʷʛʽʥʘ [9].  

ɼʣʷ ʨʝʘʣʽʟʘʮʽʾ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ʧʨʦʩʪʦʨʦʤ ʩʪʘʥʫ ɺʉ ʥʝʦʙʭʽʜʥʦ ʚʠʟʥʘʯʠʪʠ ʚʭʽʜʥʠʡ 
ʚʝʢʪʦʨ  1 2, , , nV v v v  , ʷʢʠʡ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʟʫʻ ʟʦʚʥʽʰʥʶ ʜʽʶ ʥʘ ʚʭʽʜ ʩʠʩʪʝʤʠ ʧʨʦʪʷʛʦʤ 
ʯʘʩʫ t , ˇʨʫʥʪʫʶʯʠʩʴ ʥʘ ʧʨʦʩʪʦʨʦʚʦʤʫ ʩʪʘʥʽ ʩʠʩʪʝʤʠ ʽ ʨʝʪʨʦʩʧʝʢʪʠʚʥʦʤʫ ʘʥʘʣʽʟʽ ʾʾ 
ʜʽʷʣʴʥʦʩʪʽ: 

 

     ф рV t V t V t  , 
 

ʜʝ  фV t   ʨʝʩʫʨʩʠ ʬʫʥʢʮʽʦʥʫʚʘʥʥʷ ʩʠʩʪʝʤʠ;  рV t   ʨʝʩʫʨʩʠ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ʩʠʩʪʝʤʦʶ. 
 

ɿ ʫʨʘʭʫʚʘʥʥʷʤ ʩʢʘʟʘʥʦʛʦ ʚʠʱʝ, ʟʘʚʜʘʥʥʷ ʬʦʨʤʫʚʘʥʥʷ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ  V t  ʩʠʩʪʝʤʦʶ 
ʧʦʣʷʛʘʻ ʫ ʚʠʟʥʘʯʝʥʥʽ ʫʧʦʨʷʜʢʦʚʘʥʦʛʦ ʫ ʯʘʩʽ ʩʪʘʥʫ ʩʠʩʪʝʤʠ, ʷʢʠʡ ʦʮʽʥʶʻʪʴʩʷ ʚʝʢʪʦʨʦʤ 

   1 2( ), ( ), , ( )rX t x t x t x t   ʪʘ ʡʦʛʦ ʟʤʽʥʦʶ  dX

dt
 ʧʨʠ ʚʠʢʦʥʘʥʥʽ ʬʫʥʢʮʽʦʥʘʣʴʥʠʭ 

ʚʣʘʩʪʠʚʦʩʪʝʡ. 
 

Мета дослідження 
Метою дослідження ʻ ʨʦʟʨʦʙʢʘ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʥʦʾ ʤʦʜʝʣʽ ʧʨʦʮʝʩʫ ʨʦʟʚʠʪʢʫ 

ʚʠʨʦʙʥʠʯʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ (ɺʉ), ʟʤʽʥ ʷʢ ʾʾ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ, ʪʘʢ ʽ ʩʪʨʫʢʪʫʨʠ ʚʩʽʭ ʾʾ ʚʣʘʩʪʠʚʦʩʪʝʡ, 
ʚʢʣʶʯʘʶʯʠ ʽ ʽʥʪʝʛʨʘʪʠʚʥʽ ʚʣʘʩʪʠʚʦʩʪʽ. ʅʘ ʦʩʥʦʚʽ ʤʦʜʝʣʽ ʨʦʟʚôʷʟʘʪʠ ʟʘʜʘʯʽ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ 
ʝʬʝʢʪʠʚʥʽʩʪʶ ʩʪʘʥʦʤ ɺʉ, ʷʢʽ ʩʣʽʜ ʨʦʟʛʣʷʜʘʪʠ ʷʢ ʚʠʜ ʟʘʚʜʘʥʴ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʛʦ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ, 
ʱʦ ʧʨʦʧʦʥʫʶʪʴ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʝ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷ ʥʘ ʢʦʞʥʦʤʫ ʝʪʘʧʽ ʬʫʥʢʮʽʦʥʫʚʘʥʥʷ ʚʩʽʭ 
ʨʝʩʫʨʩʽʚ, ʷʢʠʤʠ ʚʦʣʦʜʽʻ ʚʠʨʦʙʥʠʯʘ ʩʠʩʪʝʤʘ ʜʣʷ ʜʦʩʷʛʥʝʥʥʷ ʛʦʣʦʚʥʦʾ ʥʘ ʜʘʥʦʤʫ ʝʪʘʧʽ 
ʤʝʪʠ ʧʨʠ ʜʦʪʨʠʤʘʥʥʽ ʜʝʷʢʠʭ ʦʙʤʝʞʝʥʴ. ʋ ʧʨʦʮʝʩʽ ʨʦʟʚʠʪʢʫ ɺʉ ʚʽʜʙʫʚʘʻʪʴʩʷ ʟʤʽʥʘ ʾʾ 
ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ, ʩʪʨʫʢʪʫʨʘ ʚʩʽʭ ʾʾ ʚʣʘʩʪʠʚʦʩʪʝʡ, ʪʦʙʪʦ ʚʝʢʪʦʨ  Y t , ʱʦ ʚʠʟʥʘʯʘʻ ʚʠʭʽʜʥʽ 
ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʠ. ɺ ʷʢʦʩʪʽ ʫʟʘʛʘʣʴʥʝʥʦʾ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʥʦʾ ʤʦʜʝʣʽ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ʜʠʥʘʤʽʯʥʠʤ 
ʩʪʘʥʦʤ ɺʉ ʤʦʞʥʘ ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʚʘʪʠ ʤʦʜʝʣʴ ʥʘʩʪʫʧʥʦʛʦ ʚʠʛʣʷʜʫ: 
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ʌʦʨʤʫʚʘʥʥʷ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ʧʦ ʢʦʞʥʽʡ ʛʨʫʧʽ ʧʨʦʮʝʩʽʚ ʩʢʣʘʜʘʻʪʴʩʷ ʚ ʧʦʩʣʽʜʦʚʥʽʡ 
ʨʝʘʣʽʟʘʮʽʾ ʝʪʘʧʽʚ: ʢʦʥʪʨʦʣʶ, ʜʽʘʛʥʦʩʪʠʢʠ, ʧʨʦʛʥʦʟʫʚʘʥʥʷ ʩʪʘʥʽʚ, ʬʦʨʤʫʚʘʥʥʷ 
ʫʧʨʘʚʣʷʶʯʠʭ ʚʧʣʠʚʽʚ. ɸʥʘʣʽʟ ʽʩʥʫʶʯʠʭ ʩʠʩʪʝʤ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ɺʉ [2, 7] ʧʦʢʘʟʫʻ, ʱʦ ʾʤ 
ʚʣʘʩʪʠʚʠʡ ʨʷʜ ʥʝʜʦʣʽʢʽʚ: 

 ʥʝ ʚʠʜʽʣʷʻʪʴʩʷ ʬʫʥʢʮʽʦʥʘʣʴʥʘ ʧʽʜʩʠʩʪʝʤʘ ʨʦʟʚʠʪʢʫ; 
 ʥʝ ʧʦʚʥʽʩʪʶ ʚʨʘʭʦʚʫʻʪʴʩʷ ʚʟʘʻʤʦʜʽʷ ʽʟ ʟʦʚʥʽʰʥʽʤ ʩʝʨʝʜʦʚʠʱʝʤ. 
ʉʪʨʫʢʪʫʨʥʫ ʤʦʜʝʣʴ ɺʉ, ʱʦ ʨʦʟʚʠʚʘʻʪʴʩʷ, ʤʦʞʥʘ ʧʨʝʜʩʪʘʚʠʪʠ ʫ ʥʘʩʪʫʧʥʦʤʫ 

ʚʠʛʣʷʜʽ (ʨʠʩ.1). 
 

 
 

Рис. 1. Структурна схема моделі ВС у просторовому стані. 
 

ʊʫʪ X  ï ʚʝʢʪʦʨ-ʬʫʥʢʮʽʷ ʩʪʘʥʫ ɺʉ; dX

dt
 ï ʬʫʥʢʮʽʦʥʫʚʘʥʥʷ ɺʉ; 

2pV  ï ʩʠʩʪʝʤʘ 

ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ʚʠʨʦʙʥʠʮʪʚʦʤ; 
1pV  ï ʩʠʩʪʝʤʘ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ʨʦʟʚʠʪʢʦʤ; 

3pV  ï ʩʠʩʪʝʤʘ 
ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ʚʟʘʻʤʦʜʽʻʶ ʟ ʟʦʚʥʽʰʥʽʤ ʩʝʨʝʜʦʚʠʱʝʤ; 

pkV  ï ʚʠʭʽʜ ʩʠʩʪʝʤʠ ʫʟʛʦʜʞʝʥʥʷ, ʷʢʘ 

ʟʘʙʝʟʧʝʯʫʻ ʚʟʘʻʤʦʜʽʶ ï ( ),  dX
X t

dt
.  

ɼʽʷʣʴʥʽʩʪʴ ɺʉ ʚʠʟʥʘʯʘʻʪʴʩʷ ʧʝʨʝʪʚʦʨʝʥʥʷʤ ʨʝʩʫʨʩʽʚ ʚ ʢʽʥʮʝʚʠʡ ʧʨʦʜʫʢʪ. 
ɼʽʷʣʴʥʽʩʪʴ ɺʉ ʚʢʣʶʯʘʻ ʚ ʩʝʙʝ ʨʽʟʥʦʧʣʘʥʦʚʽ ʚʠʜʠ ʧʨʦʮʝʩʽʚ, ʥʘʧʨʘʚʣʝʥʠʭ ʥʘ ʦʪʨʠʤʘʥʥʷ 
ʢʽʥʮʝʚʦʛʦ ʧʨʦʜʫʢʪʫ ʘʙʦ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʫ, ʽ ʦʭʦʧʣʶʻ ʚʩʽ ʚʠʨʦʙʥʠʯʽ ʬʫʥʢʮʽʾ: ʧʣʘʥʫʚʘʥʥʷ, 
ʨʦʟʨʦʙʢʫ, ʧʨʦʝʢʪʫʚʘʥʥʷ, ʤʘʪʝʨʽʘʣʴʥʦ-ʪʝʭʥʽʯʥʝ ʟʘʙʝʟʧʝʯʝʥʥʷ, ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʶ ʚʠʛʦʪʦʚʣʝʥʥʷ 
ʧʨʦʜʫʢʪʫ, ʡʦʛʦ ʚʝʨʠʬʽʢʘʮʽʶ ʽ ʟʘʙʝʟʧʝʯʝʥʥʷ ʷʢʦʩʪʽ, ʨʝʘʣʽʟʘʮʽʶ. ʇʨʠ ʮʴʦʤʫ 
ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʶʪʴʩʷ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʾ ʙʘʟʦʚʦʛʦ ʧʨʦʮʝʩʫ ʜʽʷʣʴʥʦʩʪʽ ʽ ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʽ ʾʤ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʯʥʽ 
ʧʨʦʮʝʩʠ. ʆʢʨʽʤ ʙʘʟʦʚʠʭ ʧʨʦʮʝʩʽʚ ʜʽʷʣʴʥʦʩʪʽ ɺʉ, ʨʝʘʣʽʟʫʶʪʴʩʷ ʽ ʧʨʦʮʝʩʠ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ, 
ʢʦʤʫʥʽʢʘʮʽʾ, ʦʨʛʘʥʽʟʘʮʽʷ ʚʠʨʦʙʥʠʮʪʚʘ, ʟʘʙʝʟʧʝʯʝʥʥʷ ʚʟʘʻʤʦʜʽʾ ʟ ʟʦʚʥʽʰʥʽʤ ʩʝʨʝʜʦʚʠʱʝʤ. 
ɺʠʨʦʙʥʠʯʽ ʩʠʩʪʝʤʠ ʚ ʩʚʦʾʡ ʜʽʷʣʴʥʦʩʪʽ ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʶʪʴ: 

 ʙʘʟʦʚʽ ʧʨʦʮʝʩʠ ï {ʇ1ʽ}; 
 ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʾ ʟʤʽʥʠ ʷʢʦʩʪʽ ʽ ʢʽʣʴʢʽʩʥʠʭ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢ ʧʝʨʩʦʥʘʣʫ ï {ʇ2ʽ}; 
 ʦʨʛʘʥʽʟʘʮʽʡʥʽ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʾ ( ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʾ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ, ʢʦʤʫʥʽʢʘʮʽʡ, ʧʨʠʡʥʷʪʪʷ ʪʘ 

ʨʝʘʣʽʟʘʮʽʾ ʨʽʰʝʥʴ ï {ʇ3ʽ}; 
 ʚʟʘʻʤʦʜʽʶ ʽʟ ʟʦʚʥʽʰʥʽʤ ʩʝʨʝʜʦʚʠʱʝʤ ï {ʇ4ʽ}; 
 ʽʥʬʦʨʤʘʮʽʡʥʽ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʾ ï {ʇ5ʽ}. 

Vpk 

Vp3 Vp2 Vp1 

ʩʝʨʝʜʦʚʠʱʝ  

ɺʠʨʦʙʥʠʯʘ  
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1 1 2 2
0

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )] ,
t

i i i im my t g t v g t v g t v d              (13) 
 

ʜʝ ( )ijg t  ï ij -ʝʣʝʤʝʥʪʠ ʤʘʪʨʠʮʽ ( )g t , ʱʦ ʦʧʠʩʫʻ ʚʧʣʠʚ ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʦʛʦ ʚʭʽʜʥʦʛʦ ʧʘʨʘʤʝʪʨʘ 
ʽ ʜʦʨʽʚʥʶʻ ʨʝʘʢʮʽʾ ( )ijy t  ʥʘ i -ʤʫ ʚʠʭʦʜʽ ʚʽʜʥʦʩʥʦ j -ʛʦ ʚʭʦʜʫ, ʟʘ ʫʤʦʚʠ, ʱʦ ʚʩʽ ʽʥʰʽ 
ʚʭʦʜʠ ʥʫʣʴʦʚʽ, ʪʦʙʪʦ 

0

( ) ( ) ( ) ,  1, ; 1, .
t

ij ij jy t g t v d i r j m       (14) 
 

ʇʨʘʚʘ ʯʘʩʪʠʥʘ ʨʽʚʥʦʩʪʽ (14) ʻ ʟʛʦʨʪʢʦʶ ʬʫʥʢʮʽʡ )()( ttg    [8]. ɺʨʘʭʦʚʫʶʯʠ 
ʚʣʘʩʪʠʚʦʩʪʽ ʟʛʦʨʪʢʠ ʬʫʥʢʮʽʡ [3], ʚʠʨʘʟ ʜʣʷ ( )ijy t  ʤʦʞʥʘ ʟʘʧʠʩʘʪʠ ʯʦʪʠʨʴʦʤʘ ʨʽʟʥʠʤʠ 
ʩʧʦʩʦʙʘʤʠ ʟ ʫʨʘʭʫʚʘʥʥʷʤ ʩʧʨʦʱʝʥʥʷ ʧʦʟʥʘʯʝʥʥʷ ʩʢʘʣʷʨʥʠʭ ʬʫʥʢʮʽʡ ( ) ( )ijy t y t  ʪʘ 

( ) ( )jv t v t : 

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .(15)
t t t t

y t g t v t g t v d g v t d h t v d h v t d                        
 

ʉʢʘʣʷʨʥʽ ʬʫʥʢʮʽʾ ( )g t  ʪʘ ( )h t  ʥʘʟʠʚʘʶʪʴʩʷ ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʦ ʽʤʧʫʣʴʩʥʦʶ ʪʘ ʧʝʨʝʭʽʜʥʦʶ 
ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʘʤʠ ɺʉ. ɽʢʦʥʦʤʽʯʥʫ ʽʥʪʝʨʧʨʝʪʘʮʽʶ ʮʠʤ ʬʫʥʢʮʽʷʤ ʤʦʞʥʘ ʜʘʪʠ ʥʘʩʪʫʧʥʫ: 
( )g t  ï ʢʦʨʦʪʢʦʯʘʩʥʘ ʽʥʥʦʚʘʮʽʡʥʘ ʩʢʣʘʜʦʚʘ; ( )h t  ï ʨʝʘʢʮʽʷ ʩʪʘʥʫ ɺʉ ʪʘ ʾʾ ʚʠʭʽʜʥʦʾ 

ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʠ ʚʽʜ ʢʦʨʦʪʢʦʯʘʩʥʦʛʦ ʚʠʢʦʨʠʩʪʘʥʥʷ ʽʥʥʦʚʘʮʽʡʥʦʾ ʩʢʣʘʜʦʚʦʾ. 
ʅʝʭʘʡ ʥʘ ʚʭʽʜ ɺʉ ʥʘʜʽʡʰʣʘ ʩʢʣʘʜʦʚʘ ( )pv t  ʨʝʩʫʨʩʫ ʨʦʟʚʠʪʢʫ ʚ ʤʦʤʝʥʪ ʯʘʩʫ  . 

ʊʦʜʽ ʟʘ ʚʣʘʩʪʠʚʽʩʪʶ ʩʝʨʝʜʥʴʦʛʦ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʨʝʘʢʮʽʶ ʥʘ ʚʠʭʦʜʽ ʧʨʝʜʩʪʘʚʠʤʦ ʫ ʚʠʛʣʷʜʽ: 
 

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
t t

p pY t g t v d g t v d g t Su             , (16) 

ʜʝ 0 ;t   Su ï ʚʝʣʠʯʠʥʘ ʩʢʣʘʜʦʚʦʾ ( )pv t  ʨʝʩʫʨʩʫ ʨʦʟʚʠʪʢʫ.  
ʆʪʞʝ, ( )g t   ʤʦʞʥʘ ʨʦʟʛʣʷʜʘʪʠ ʷʢ ʨʝʘʢʮʽʶ ɺʉ ʥʘ ʩʢʣʘʜʦʚʫ ( ) ( )pv t t    

ʬʫʥʢʮʽʶ, ʧʨʠʢʣʘʜʝʥʫ ʥʘ ʚʭʦʜʽ ʚ ʤʦʤʝʥʪ  . ʗʢʱʦ D – ʤʘʪʨʠʮʷ ʟʚôʷʟʢʫ ʚʝʢʪʦʨʘ ʚʭʦʜʫ 
( )v t  ɺʉ ʟ ʚʝʢʪʦʨʦʤ ʚʠʭʦʜʫ ( )Y t  ʥʝ ʜʦʨʽʚʥʶʻ ʥʫʣʶ, ʪʦʙʪʦ DÍ0, ʪʦ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʘ 
( ) ( )pg t v t   ʚʠʟʥʘʯʘʻʪʴʩʷ ʚʠʨʘʟʦʤ: 

 

1( ) ( );   ( ) ( ) ;At Atg t Ce B D t h t C e E A B D       
 

ʜʝ ( )t  ï ʬʫʥʢʮʽʷ ʢʦʨʦʪʢʦʯʘʩʥʦʛʦ ʥʘʜʭʦʜʞʝʥʥʷ ʥʘ ʚʭʽʜ ɺʉ ʩʢʣʘʜʦʚʦʾ ( )pv t  ʨʝʩʫʨʩʫ 
ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ʨʦʟʚʠʪʢʦʤ ʧʽʜʧʨʠʻʤʩʪʚʘ; ( )h t  ï ʨʝʘʢʮʽʷ ʥʘ ʧʨʠʢʣʘʜʝʥʫ ʚ ʧʦʯʘʪʢʦʚʠʡ ʤʦʤʝʥʪ 
ʯʘʩʫ 0t   ʬʫʥʢʮʽʶ ( )t . 
 

ʈʦʟʛʣʷʥʝʤʦ ʧʨʦʩʪʽʨ ʩʪʘʥʽʚ ɺʉ ʥʘ ʩʝʛʤʝʥʪʽ  0,1 , ʷʢʠʡ ʦʧʠʩʫʻʪʴʩʷ ʨʽʚʥʷʥʥʷʤ 
ʚʽʜʥʦʩʥʦ n -ʚʝʢʪʦʨ-ʬʫʥʢʮʽʾ ( )x t : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(0) ,  (1) ;

x t A t x t B t v t f t

x x 
  
 


 (17) 

 

ʚ ʷʢʦʤʫ B n r   ʤʘʪʨʠʮʷ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ʽ r n ; 1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]rv t col v t v t v t   ï ʜʦʚʽʣʴʥʘ 

ʢʫʩʢʦʚʦ-ʥʝʧʝʨʝʨʚʥʘ ʚʝʢʪʦʨ-ʬʫʥʢʮʽʷ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ, ʪʦʙʪʦ  0,1rv C  .  
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ɺʠʨʦʙʥʠʯʘ ʩʠʩʪʝʤʘ (17) ʙʫʜʝ ʢʝʨʦʚʘʥʦʶ, ʷʢʱʦ ʟʘʜʘʯʘ (17) ʨʦʟʚôʷʟʫʚʘʥʘ ʜʣʷ 
ʙʫʜʴ-ʷʢʠʭ ʢʫʩʢʦʚʦ-ʥʝʧʝʨʝʨʚʥʠʭ n -ʚʝʢʪʦʨ-ʬʫʥʢʮʽʡ f  ʪʘ ʙʫʜʴ-ʷʢʠʭ ʩʪʘʣʠʭ n -ʚʝʢʪʦʨʽʚ α 
ʽ β. ɿʘʜʘʯʘ ʧʨʦ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ʧʨʠ ʟʘʜʘʥʽʡ ʧʨʘʚʽʡ ʯʘʩʪʠʥʽ ʽʥʪʝʨʧʨʝʪʫʻʪʴʩʷ ʪʘʢ: ʧʦʪʨʽʙʥʦ 
ʟʥʘʡʪʠ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ( )v t , ʜʣʷ ʷʢʦʛʦ ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʠʡ ʨʦʟʚʠʪʦʢ ( )x t  ɺʉ ʧʦʯʠʥʘʚʩʷ ʙ ʫ ʤʦʤʝʥʪ 
ʯʘʩʫ 0t   ʫ ʩʪʘʥʽ α (ʧʘʨʘʤʝʪʨʠ ɺʉ) ʪʘ ʟʘʢʽʥʯʫʚʘʚʩʷ ʚ ʤʦʤʝʥʪ ʯʘʩʫ 1t   ʩʪʘʥʦʤ β 
(ʥʘʡʙʽʣʴʰ ʝʬʝʢʪʠʚʥʽ ʧʘʨʘʤʝʪʨʠ ɺʉ). ʉʘʤ ʧʨʦʮʝʩ ʧʝʨʝʭʦʜʫ ɺʉ ( )x t  ʟʥʘʭʦʜʠʪʠ ʥʝ 
ʦʙʦʚôʷʟʢʦʚʦ, ʜʦʩʪʘʪʥʴʦ ʟʥʘʪʠ, ʱʦ ʧʨʠ ʟʥʘʡʜʝʥʦʤʫ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʽ ɺʉ ʽʟ ʩʪʘʥʫ α ʧʝʨʝʡʜʝ ʫ 
ʩʪʘʥ β. ʈʦʟʛʣʷʜʘʶʯʠ ʩʪʘʥ ɺʉ ( )x t , ʱʦ ʤʦʜʝʣʶʻʪʴʩʷ ʥʘʧʽʚʦʜʥʦʨʽʜʥʦʶ ʢʨʘʡʦʚʦʶ 
ʟʘʜʘʯʝʶ: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(0) 0,  (1) 0;

x t A t x t B t v t f t

x x

  
 


 (18) 

 

ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ʥʝʶ ʚʚʘʞʘʻʪʴʩʷ ʪʘʢʠʤ, ʱʦ ʤʘʻ ʨʝʘʣʽʟʘʮʽʶ, ʢʦʣʠ ʮʷ ʟʘʜʘʯʘ ʤʘʻ ʨʦʟʚôʷʟʦʢ ʜʣʷ 
ʙʫʜʴ-ʷʢʠʭ ʢʫʩʢʦʚʦ-ʥʝʧʝʨʝʨʚʥʠʭ ʚʝʢʪʦʨ-ʬʫʥʢʮʽʡ ( )f t  [9, 11]. 

ɿ ʫʩʽʭ ʫʧʨʘʚʣʽʥʴ ( )v t  ɺʉ ʩʣʽʜ ʚʠʙʨʘʪʠ ʪʝ, ʢʦʪʨʝ ʤʘʻ ʥʘʡʤʝʥʰʫ ʥʦʨʤʫ: 
 

1
*

0

min ( ) ( ) ( )v t v t v t dt  . (19) 

 

ʋʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ʙʫʜʝ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʠʤ ʟʘ ʥʦʨʤʦʶ ʧʨʦʩʪʦʨʫ ʘʙʦ ʚ ʩʝʨʝʜʥʴʦʤʫ. 
ʊʘʢʠʤ ʯʠʥʦʤ, ʟʛʽʜʥʦ ʫʤʦʚʽ ʤʘʢʩʠʤʫʤʫ ʇʦʥʪʨʷʛʽʥʘ [9], ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ( ),  0 ,v t t    

ʚʠʙʠʨʘʻʪʴʩʷ ʜʣʷ ʬʽʢʩʦʚʘʥʠʭ n -ʚʝʢʪʦʨʽʚ   ʩʪʘʥʫ ɺʉ, ʷʢʱʦ ʮʝ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ʻ ʢʫʩʢʦʚʦ-
ʥʝʧʝʨʝʨʚʥʦʶ r -ʚʝʢʪʦʨ-ʬʫʥʢʮʽʻʶ. ( )x t  ï ʚʽʜʧʦʚʽʜʥʠʡ ʨʦʟʚôʷʟʦʢ ʟʘʜʘʯʽ ʂʦʰʽ: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

x t A t x t f t B t v t

x  
  



 

 

ʊʦʜʽ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ( )v v t  ʪʘ ʧʨʦʩʪʽʨ ʩʪʘʥʽʚ ( )x t  ɺʉ ʧʨʠ 0,  (0)t x    ʽ ( )x   
ʻ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʠʤʠ ʫ ʩʝʥʩʽ ʜʦʩʷʛʥʝʥʥʷ ʩʠʩʪʝʤʦʶ ʩʚʦʛʦ ʝʬʝʢʪʠʚʥʦʛʦ ʩʪʘʥʫ ʟʘ ʥʘʡʢʦʨʦʪʰʠʡ 
ʯʘʩ  . 
 

Висновки 
ɿʘʧʨʦʧʦʥʦʚʘʥʘ ʤʦʜʝʣʴ ʜʘʻ ʤʦʞʣʠʚʽʩʪʴ ʦʮʽʥʠʪʠ ʽʤʧʫʣʴʩʠ ʥʘ ʚʭʦʜʽ ʩʠʩʪʝʤʠ ʥʘ 

ʨʦʟʚʠʪʦʢ ɺʉ ʟ ʦʜʥʦʯʘʩʥʦʶ ʦʮʽʥʢʦʶ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʠʚʥʦʩʪʽ ʜʽʷʣʴʥʦʩʪʽ ɺʉ . ɺ ʟʘʣʝʞʥʦʩʪʽ ʚʽʜ 
ʮʽʣʝʡ ʨʦʟʚʠʪʢʫ ɺʉ ʤʦʞʫʪʴ ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʚʘʪʠʩʷ ʢʦʤʧʨʦʤʽʩʥʽ ʢʨʠʪʝʨʽʾ, ʥʘʧʨʠʢʣʘʜ, ʥʘ 
ʧʦʯʘʪʢʦʚʠʭ ʝʪʘʧʘʭ ʨʦʟʚʠʪʢʫ ʩʠʩʪʝʤʠ ʧʦʪʨʽʙʥʝ ʜʦʩʷʛʥʝʥʥʷ ʟʘʜʘʥʠʭ ʧʦʢʘʟʥʠʢʽʚ ʚ ʢʦʞʝʥ 
ʧʝʨʽʦʜ ʨʦʟʚʠʪʢʫ, ʘ ʧʦʪʽʤ ʟʘʙʝʟʧʝʯʝʥʥʷ ʥʘʡʙʽʣʴʰ ʚʠʩʦʢʠʭ ʚʠʭʽʜʥʠʭ ʧʦʢʘʟʥʠʢʽʚ. 
ʄʝʪʦʜʠʯʥʦ ʧʦʢʘʟʘʥʦ, ʷʢ ʟʘʙʝʟʧʝʯʠʪʠ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʝ ʫʧʨʘʚʣʽʥʥʷ ɺʉ ʫ ʧʨʦʩʪʦʨʽ ʩʪʘʥʽʚ ʫ 
ʩʝʥʩʽ ʜʦʩʷʛʥʝʥʥʷ ʩʠʩʪʝʤʦʶ ʩʚʦʛʦ ʥʘʡʙʽʣʴʰ ʝʬʝʢʪʠʚʥʦʛʦ ʩʪʘʥʫ ʟʘ ʥʘʡʢʦʨʦʪʰʠʡ ʯʘʩ. 
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ʋɼʂ 519.711+536:621.9 
ɸ.ɺ. ʋʉʆɺ, ʄ.ɺ. ʂʋʅɯʎʀʅ 

ʆʜʝʩʴʢʠʡ ʥʘʮʽʦʥʘʣʴʥʠʡ ʧʦʣʽʪʝʭʥʽʯʥʠʡ ʫʥʽʚʝʨʩʠʪʝʪ 

СТОХАСТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТОПОГРАФІЇ РОБОЧОЇ ПОВЕРХНІ 
ВИРОБІВ НА ФІНІШНИХ ОПЕРАЦІЯХ 

В роботі пропонується удосконалити модель динаміки шліфування, в рамках 
якої кожне абразивне зерно розглядається як окрема ріжуча кромка з випадковими 
характеристиками форми та розташування на поверхні шліфувального кругу Точність 
форми поверхні, одержуваної при шліфуванні, залежить від жорсткості кріплення 
інструменту й деталі, а також режимів обробки, через те, що у динамічній системі 
при різанні неминуче виникають вібрації, що вимагає додаткового дослідження .Для 
цього розроблено удосконалену стохастичну модель, яка дозволяє досліджувати 
динаміку процесу шліфування та формування топографії оброблюваної поверхні 
виробів. У моделі процес обробки зображується як мікрорізання абразивними зернами, 
що випадковим чином розподілені по поверхні шліфувального круга. Геометричні 
параметри зерен також мають випадковий характер. У результаті моделювання 
отримані текстури поверхні після обробки, розподіл сил різання, динамічних відхилень 
інструменту. Побудовано їх спектральні характеристики, що дозволили оцінити вплив 
режимів обробки й параметрів технологічної системи на характер вібрацій. Показано, 
що в системі збуджуються вібрації як на частотах зовнішнього збудження (частота 
проходження зерен), так i на частотах власних коливань пружної динамічної системи, 
характерних для регенеративного джерела збудження. Встановлено, що при малій 
жорсткості технологічної системи збуджуються автоколивання типу «chatter» з 
великою амплітудою за рахунок механізму регенеративного збудження від зерна до 
зерна на частотах кратних власним частотам коливань, що призводять до втрати 
якості обробки і посилення зносу інструменту. Перевірка адекватності побудованої 
моделі проводилась порівнянням результатів моделювання з результатами 
експериментів. Для цього розглядалася обробка плоскої поверхні матеріалу деталі зі 
зносостійким покриттям шліфувальним кругом. Вигляд поверхні після проходження 
інструменту, одержаний за допомогою удосконаленої моделі, а також остаточний 
мікрорельєф поверхні після шліфування свідчать про ефективність побудованої моделі 
та її здатність для забезпечення необхідної топографії оброблюваних поверхонь 
виробів. 

Ключові слова: стохастична модель, шліфування, топографія поверхні, 
динамічна система. 

ɸ.ɺ. ʋʉʆɺ, ʄ.ɺ. ʂʋʅʀʎʓʅ 
ʆʜʝʩʩʢʠʡ ʥʘʮʠʦʥʘʣʴʥʳʡ ʧʦʣʠʪʝʭʥʠʯʝʩʢʠʡ ʫʥʠʚʝʨʩʠʪʝʪ 

СТОХАСТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТОПОГРАФИИ РАБОЧИХ 
ПОВЕРХНОСТЕЙ ИЗДЕЛИЙ НА ФИНИШНЫХ ОПЕРАЦИЯХ 

В работе предлагается усовершенствовать модель динамики шлифовки, в 
рамках которой каждое абразивное зерно рассматривается как отдельная режущая 
кромка со случайными характеристиками формы и расположения на поверхности 
шлифовального круга. Точность формы поверхности, получаемой при шлифовке, 
зависит от жесткости крепления инструмента и детали, а также режимов 
обработки, из-за того, что в динамической системе при резке неизбежно возникают 
вибрации, что требует дополнительного исследования. Для этого разработана 
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усовершенствованная стохастической модель, позволяющая исследовать динамику 
процесса шлифования и формирования топографии обрабатываемой поверхности 
изделий. В модели процесс обработки изображается как микрорезания абразивными 
зернами, которые случайным образом распределены по поверхности шлифовального 
круга. Геометрические параметры зерен также имеют случайный характер. В 
результате моделирования получены текстуры поверхности после обработки, 
распределение сил резания, динамических отклонений инструмента. Построены их 
спектральные характеристики, позволившие оценить влияние режимов обработки и 
параметров технологической системы на характер вибраций. Показано, что в 
системе возбуждаются вибрации как на частотах внешнего возбуждения (частота 
следования зерен), так i на частотах собственных колебаний упругой динамической 
системы, характерных для регенеративного источника возбуждения. Установлено, 
что при малой жесткости технологической системы возбуждаются автоколебания 
типа «chatter» с большой амплитудой за счет механизма регенеративного 
возбуждения от зерна к зерну на частотах кратных собственным частотам 
колебаний, приводящих к потере качества обработки и усилению износа инструмента. 
Проверка адекватности построенной модели проводилась сравнением результатов 
моделирования с результатами экспериментов. Для этого рассматривалась 
обработка плоской поверхности материала детали с износостойким покрытием 
шлифовальным кругом. Вид поверхности после прохождения инструмента, 
полученный с помощью усовершенствованной модели, а также окончательный 
микрорельеф поверхности после шлифовки свидетельствуют об эффективности 
построенной модели и ее способность для обеспечения необходимой топографии 
обрабатываемых поверхностей изделий. 

Ключевые слова: стохастическая модель, шлифование, топография 
поверхности, динамическая система. 

A.V. USOV, M.V. KUNITSYN 
Odessa National Polytechnic University 

STOCHASTIC MODELING OF THE TOPOGRAPHY OF THE WORKING 
SURFACE OF PRODUCTS AT FINISHING OPERATIONS 

It is proposed to improve the grinding dynamics model, in which each abrasive grain 
is considered a distinct cutting edge with random characteristics of shape and location on the 
grinding wheel's surface. Because vibrations inevitably occur in the dynamic system during 
cutting, which requires additional research. In the model, the machining process is depicted 
as micro-cutting with abrasive grains that are randomly distributed on the grinding wheel's 
surface. The geometric parameters of the grains are also random. Because of modeling 
surface textures after processing, distribution of cutting forces, dynamic deviations of the tool 
are received. Their spectral characteristics are constructed, which allows the estimation of 
the influence of processing modes and parameters of the technological system on vibrations. 
It is shown that vibrations are excited in the system both at the frequencies of external 
excitation (grain frequency) and at the natural frequencies of the elastic dynamic system 
characteristic of a regenerative excitation source. It is established that at low rigidity of 
technological system self-oscillations of chatter type with big amplitude are broken because 
of the mechanism of regenerative excitation from grain to grain at frequencies multiple of 
natural frequencies of oscillations leading to loss of quality of processing of working surfaces 
of products and strengthening of tool wear. The adequacy of the constructed model was 
checked by comparing the simulation results with the experimental results. For this purpose, 
the treatment of the flat surface of the material of the part with a wear-resistant coating with 
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a grinding wheel was considered. The appearance of the surface after passing the tool was 
obtained using an improved model. The final microrelief of the surface after grinding shows 
the effectiveness of the constructed model and its ability to provide the topography of the 
treated surfaces of products. 

Keywords: stochastic model, grinding, surface topography, dynamic system. 

Постановка проблеми 
ʋ ʩʫʯʘʩʥʠʭ ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʯʥʠʭ ʧʨʦʮʝʩʘʭ ʤʝʭʘʥʽʯʥʦʾ ʦʙʨʦʙʢʠ, ʰʣʽʬʫʚʘʥʥʷ ʰʠʨʦʢʦ 

ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʻʪʴʩʷ ʷʢ ʬʽʥʽʰʥʘ ʦʧʝʨʘʮʽʷ, ʱʦ ʟʘʙʝʟʧʝʯʫʻ ʚʠʩʦʢʫ ʪʦʯʥʽʩʪʴ i ʷʢʽʩʪʴ 
ʦʙʨʦʙʣʝʥʦʾ ʧʦʚʝʨʭʥʽ ʜʝʪʘʣʽ. ʆʩʦʙʣʠʚʽʩʪʶ ʧʨʦʮʝʩʫ ʰʣʽʬʫʚʘʥʥʷ ʻ ʚʠʜʘʣʝʥʥʷ ʤʘʪʝʨʽʘʣʫ 
ʚʝʣʠʢʠʤ ʯʠʩʣʦʤ ʟʝʨʝʥ ʧʨʠ ʚʠʩʦʢʦʤʫ ʪʠʩʢʫ i ʪʝʤʧʝʨʘʪʫʨʽ [1]. ʅʘ ʚʽʜʤʽʥʫ ʚʽʜ ʪʦʯʽʥʥʷ i 
ʬʨʝʟʝʨʫʚʘʥʥʷ, ʨʽʞʫʯʽ ʢʨʦʤʢʠ ʟʝʨʝʥ ʰʣʽʬʫʚʘʣʴʥʦʛʦ ʢʨʫʛʘ ʤʘʶʪʴ ʩʪʦʭʘʩʪʠʯʥʫ ʛʝʦʤʝʪʨʽʶ 
i ʚʠʧʘʜʢʦʚʠʤ ʯʠʥʦʤ ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʽ ʧʦ ʧʦʚʝʨʭʥʝʚʦʤʫ ʰʘʨʫ ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʫ [2]. ʎʷ ʦʩʦʙʣʠʚʽʩʪʴ 
ʩʪʚʦʨʶʻ ʪʨʫʜʥʦʱʽ ʘʥʘʣʽʟʫ ʧʨʦʮʝʩʫ ʰʣʽʬʫʚʘʥʥʷ, i ʤʦʞʝ ʙʫʪʠ ʧʝʨʝʰʢʦʜʦʶ ʜʣʷ 
ʧʨʦʛʥʦʟʫʚʘʥʥʷ ʥʝʦʙʭʽʜʥʦʾ ʪʦʧʦʛʨʘʬʽʾ ʦʙʨʦʙʣʶʚʘʥʦʾ ʧʦʚʝʨʭʥʽ [3]. 

ʊʦʯʥʽʩʪʴ ʬʦʨʤʠ ʧʦʚʝʨʭʥʽ, ʦʜʝʨʞʫʚʘʥʦʾ ʧʨʠ ʰʣʽʬʫʚʘʥʥʽ, ʟʘʣʝʞʠʪʴ ʚʽʜ ʞʦʨʩʪʢʦʩʪʽ 
ʢʨʽʧʣʝʥʥʷ ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʫ ʡ ʜʝʪʘʣʽ, ʘ ʪʘʢʦʞ ʨʝʞʠʤʽʚ ʦʙʨʦʙʢʠ, ʯʝʨʝʟ ʪʝ, ʱʦ ʫ ʜʠʥʘʤʽʯʥʽʡ 
ʩʠʩʪʝʤʽ ʧʨʠ ʨʽʟʘʥʥʽ ʥʝʤʠʥʫʯʝ ʚʠʥʠʢʘʶʪʴ ʚʽʙʨʘʮʽʾ, ʱʦ ʚʠʤʘʛʘʻ ʜʦʜʘʪʢʦʚʦʛʦ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ 
[4]. ʅʘ ʜʘʥʠʡ ʯʘʩ ʚʽʜʩʫʪʥʽ ʧʦʚʥʦʤʘʩʰʪʘʙʥʽ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʷ ʟ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ ʧʨʦʮʝʩʫ 
ʰʣʽʬʫʚʘʥʥʷ ʬʫʥʢʮʽʦʥʘʣʴʥʦ-ʛʨʘʜʽʻʥʪʥʠʭ ʤʘʪʝʨʽʘʣʽʚ, ʨʦʙʦʯʽ ʧʦʚʝʨʭʥʽ ʚʠʨʦʙʽʚ ʟ ʷʢʠʭ 
ʚʠʟʥʘʯʘʶʪʴ ʝʢʩʧʣʫʘʪʘʮʽʡʥʽ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʠ ʚʫʟʣʽʚ ʤʝʭʘʥʽʟʤʽʚ [5]. 

 
Аналіз останніх досліджень і публікацій 

ʉʪʦʭʘʩʪʠʯʥʽ ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʽ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʠ ʟʝʨʝʥ ʪʘ ʾʭ ʚʠʧʘʜʢʦʚʠʡ ʭʘʨʘʢʪʝʨ 
ʨʦʟʧʦʜʽʣʫ ʫ ʧʦʚʝʨʭʥʝʚʦʤʫ ʰʘʨʽ ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʫ ʩʪʚʦʨʶʶʪʴ ʪʨʫʜʥʦʱʽ ʘʥʘʣʽʟʫ ʧʨʦʮʝʩʫ 
ʰʣʽʬʫʚʘʥʥʷ ʜʣʷ ʟʘʙʝʟʧʝʯʝʥʥʷ ʥʝʦʙʭʽʜʥʦʾ ʰʦʨʩʪʢʦʩʪʽ ʨʦʙʦʯʦʾ ʧʦʚʝʨʭʥʽ ʜʝʪʘʣʝʡ ʟʽ 
ʟʥʦʩʦʩʪʽʡʢʠʤʠ ʧʦʢʨʠʪʪʷʤʠ [4]. ʆʛʣʷʜ ʣʽʪʝʨʘʪʫʨʥʠʭ ʜʞʝʨʝʣ [58] ʧʦʢʘʟʫʻ, ʱʦ ʙʽʣʴʰʽʩʪʴ 
ʨʦʙʽʪ ʧʨʠʩʚʷʯʝʥʘ ʜʦʩʣʽʜʞʝʥʥʶ ʧʨʦʮʝʩʫ ʦʙʨʦʙʢʠ ʰʣʽʬʫʚʘʥʥʷʤ ʧʦʚʝʨʭʦʥʴ ʟ ʧʨʦʩʪʦʾ 
ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʦʾ ʬʦʨʤʠ ʥʘ ʦʩʥʦʚʽ ʤʦʜʝʣʽ ʟ ʦʜʥʠʤ ʩʪʫʧʝʥʝʤ ʩʚʦʙʦʜʠ. ɺ ʨʦʙʦʪʽ 
ʧʨʦʧʦʥʫʻʪʴʩʷ ʫʜʦʩʢʦʥʘʣʠʪʠ ʤʦʜʝʣʴ ʜʠʥʘʤʽʢʠ ʰʣʽʬʫʚʘʥʥʷ, ʚ ʨʘʤʢʘʭ ʷʢʦʾ ʢʦʞʥʝ 
ʘʙʨʘʟʠʚʥʝ ʟʝʨʥʦ ʨʦʟʛʣʷʜʘʻʪʴʩʷ ʷʢ ʦʢʨʝʤʘ ʨʽʞʫʯʘ ʢʨʦʤʢʘ ʟ ʚʠʧʘʜʢʦʚʠʤʠ 
ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʘʤʠ ʬʦʨʤʠ ʪʘ ʨʦʟʪʘʰʫʚʘʥʥʷ ʥʘ ʧʦʚʝʨʭʥʽ ʰʣʽʬʫʚʘʣʴʥʦʛʦ ʢʨʫʛʫ. 

 
Мета дослідження 

ʈʦʟʨʦʙʢʘ ʩʪʦʭʘʩʪʠʯʥʦʾ ʤʦʜʝʣʽ ʜʠʥʘʤʽʢʠ ʧʨʦʮʝʩʫ ʰʣʽʬʫʚʘʥʥʷ ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʦʤ ʟ 
ʘʙʨʘʟʠʚʥʠʤʠ ʟʝʨʥʘʤʠ ʚʠʧʘʜʢʦʚʠʤ ʯʠʥʦʤ ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʠʤʠ ʧʦ ʧʦʚʝʨʭʥʽ ʰʣʽʬʫʚʘʣʴʥʦʛʦ 
ʢʨʫʛʫ ʜʣʷ ʧʨʦʛʥʦʟʫʚʘʥʥʷ ʪʦʧʦʛʨʘʬʽʾ ʦʙʨʦʙʣʶʚʘʥʠʭ ʨʦʙʦʯʠʭ ʧʦʚʝʨʭʦʥʴ ʚʠʨʦʙʽʚ. 

 
Викладення основного матеріалу дослідження 

ɼʣʷ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ ʧʨʦʮʝʩʫ ʰʣʽʬʫʚʘʥʥʷ ʟ ʫʨʘʭʫʚʘʥʥʷʤ ʧʦʜʘʪʣʠʚʦʩʪʽ ʜʝʪʘʣʽ, ʪʘ 
ʧʦʜʘʪʣʠʚʦʩʪʽ ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʫ ʧʨʠʧʫʩʢʘʻʤʦ, ʱʦ ʰʣʽʬʫʚʘʣʴʥʠʡ ʢʨʫʛ ʨʫʭʘʻʪʴʩʷ ʚ ʧʣʦʱʠʥʽ ʷʢ 
ʪʚʝʨʜʝ ʪʽʣʦ ʥʘ ʧʨʫʞʥʠʭ ʦʧʦʨʘʭ ʽʟ ʟʘʜʘʥʦʶ ʞʦʨʩʪʢʽʩʪʶ ʡ ʜʝʤʧʬʫʚʘʥʥʷʤ, ʷʢ ʧʦʢʘʟʘʥʦ ʥʘ 
ʨʠʩ. 1. 

ɸʙʨʘʟʠʚʥʽ ʟʝʨʥʘ ʨʽʚʥʦʤʽʨʥʦ ʨʦʟʧʦʜʽʣʷʶʪʴʩʷ ʧʦ ʜʦʨʽʞʢʘʭ ʥʘ ʨʽʞʫʯʽʡ ʧʦʚʝʨʭʥʽ 
ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʘ, ʪʘʢʠʤ ʯʠʥʦʤ, ʱʦ ʮʝʥʪʨʘʣʴʥʠʡ ʢʫʪ ʤʽʞ ʦʩʷʤʠ ʩʫʩʽʜʥʽʭ ʟʝʨʝʥ ʻ ʦʜʥʘʢʦʚʠʤ 
ʊʘʢʠʡ ʭʘʨʘʢʪʝʨ ʨʦʟʧʦʜʽʣʫ ʜʘʻ ʤʦʞʣʠʚʽʩʪʴ ʧʨʠ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʽ ʦʧʠʩʫʚʘʪʠ ʾʭ ʨʫʭ ʩʠʩʪʝʤʦʶ 
ʜʠʬʝʨʝʥʮʽʘʣʴʥʠʭ ʨʽʚʥʷʥʴ ʽʟ ʧʦʩʪʽʡʥʠʤ ʟʘʧʽʟʥʝʥʥʷʤ ʧʦ ʢʫʪʫ ʧʦʚʦʨʦʪʫ 𝛥𝜑 ʟʘ ʯʘʩ 𝑇/𝑁 
(ʯʘʩ ʧʨʦʭʦʜʞʝʥʥʷ ʦʜʥʦʛʦ ʟʝʨʥʘ), ʧʨʠ ʮʴʦʤʫ ʜʣʷ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ʧʦʚʝʨʭʥʽ ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʘ ʯʘʩ 
ʟʘʧʽʟʥʝʥʥʷ ʻ ʟʤʽʥʥʠʤ. 
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ʟʝʨʥʘ ʚ ʜʘʥʠʡ ʤʦʤʝʥʪ ʯʘʩʫ 𝑡 i ʚ ʧʦʧʝʨʝʜʥʽʡ ʤʦʤʝʥʪ ሺ𝑡 െ 𝑇/𝑁ሻ ʜʦ ʡʦʛʦ ʟʤiʱʝʥʥʷ ʟʘ 
ʨʘʭʫʥʦʢ ʨʫʭʫ ʧʦʜʘʯi ʡ ʧʦʚʦʨʦʪʫ ʥʘ ʦʜʥʝ ʟʝʨʥʦ. 

 
 

Рис. 2. (а) Система координат i положення (j-1)-ого i j-ого зерен при різанні; (б) геометричний 
аналіз товщини зрізаного шару j-ого зерна. 

 
ʇʨʠʧʫʩʢʘʻʤʦ, ʱʦ, ʧʨʠ 𝑡 ൌ 0, ʧʝʨʰʝ ʟʝʨʥʦ ʟʥʘʭʦʜʠʪʴʩʷ ʚ ʟʦʥʽ ʢʦʥʪʘʢʪʫ, ʡʦʛʦ 

ʥʦʤʝʨ 𝑗 ൌ 1. ɹʫʜʝʤʦ ʥʫʤʝʨʫʚʘʪʠ ʚʩʽ ʟʝʨʥʘ, ʧʝʨʝʩʫʚʘʶʯʠʩʴ ʧʨʦʪʠ ʛʦʜʠʥʥʠʢʦʚʦʾ ʩʪʨʽʣʢʠ. 
ʊʦʙʪʦ ʚ ʤʦʤʝʥʪ ʯʘʩʫ 𝑡 ൌ 𝑘 ⋅ 𝑇/𝑁 ʥʫʤʝʨʘʮʽʷ ʟʝʨʝʥ ʙʫʜʝ ʚʽʜʧʦʚʽʜʘʪʠ ʪʦʤʫ, ʷʢ ʧʦʢʘʟʘʥʦ ʥʘ 
ʨʠʩ. 3. 

 
Рис. 3. Схема нумерації зерен на крузі в момент часу 𝒕 ൌ 𝒌 ⋅ 𝑻/𝑵. 

 
ʈʝʛʝʥʝʨʘʮʽʷ ʧʦʚʝʨʭʥʽ ʟʦʥʠ ʦʙʨʦʙʢʠ. ʇʽʩʣʷ ʚʠʟʥʘʯʝʥʥʷ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ʧʨʦʬʽʣʶ 𝛱௜ሺ𝑡ሻ 

ʧʦ ʚʩʽʭ ʜʦʨʽʞʢʘʭ ʚʽʜ 1-ʦʾ ʜʦ 𝑁ᇱᇱ-ʦʾ, ʽʥʪʝʨʧʦʣʶʻʤʦ 𝑁ᇱᇱ ʢʨʠʚi ʟ ʚiʜʭʠʣʝʥʥʷʤ ʜʦʨiʞʢʠ ʚ 
ʧʨʦʩʪʦʨi, ʧiʩʣʷ ʮʴʦʛʦ ʬʦʨʤʫʻʪʴʩʷ ʧʦʚʝʨʭʥʷ ʟʘʛʦʪʦʚʢʠ (ʨʠʩ. 4). 

 

 
Рис. 4. Схема формування поверхні при шліфуванні множинних доріжок. 

 
ʇʝʨʝʪʚʦʨʠʤʦ ʩʢʣʘʜʦʚʽ ʩʠʣ ʨʽʟʘʥʥʷ ʜʣʷ ʦʢʨʝʤʦʛʦ ʟʝʨʥʘ 𝐹௧,௜௝, 𝐹௡,௜௝, ʱʦ ʜʽʶʪʴ ʥʘ i-ʽʡ 

ʜʦʨʽʞʮʽ, ʜʦ ʩʠʩʪʝʤʠ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ 𝑂𝑋𝑌𝑍, ʜʦ ʩʠʣ 𝐹௫,௜௝ i 𝐹௭,௜௝ (ʧʨʦʝʢʮʽʾ ʩʠʣ ʨʽʟʘʥʥʷ ʥʘ ʦʩʽ 𝑋, 
𝑍), ʚʠʢʦʨʠʩʪʦʚʫʶʯʠ ʥʘʩʪʫʧʥʽ ʩʧʽʚʚʽʜʥʦʰʝʥʥʷ: 
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ʍʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʠ ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʫ ʇʇ 210ʭ32ʭ76 25ɸ 40ʇ ʉʊ1 5 ʂ5 ɹ.𝑉кр  ൌ 35 ʤ/ʩ, 
𝑡шл ൌ 0,01 ʤʤ, ʄʘʪʝʨʽʘʣ ʟʘʛʦʪʦʚʢʠ ʩʪ. 40ʍ, ʟʥʦʩʦʩʪʽʡʢʝ ʧʦʢʨʠʪʪʷ Ni/Ni-TiO2. ʈʦʟʤʽʨʠ 
ʟʨʘʟʢʘ 70ʭ40ʭ4. ʂʦʝʬʽʮʽʻʥʪʠ Кх ,Кz, Cx ,Cz ʚʠʙʠʨʘʣʠʩʷ ʽʟ [78]. 

ʉʠʣʠ ʰʣʽʬʫʚʘʥʥʷ ʽʩʪʦʪʥʦ ʟʤʽʥʶʶʪʴʩʷ ʚʥʘʩʣʽʜʦʢ ʚʧʣʠʚʫ ʜʠʥʘʤʽʢʠ ʟ ʫʨʘʭʫʚʘʥʥʷʤ 
ʚʽʙʨʘʮʽʾ. ɿʤʽʥʘ ʩʠʣ ʨʽʟʘʥʥʷ ʚʽʜʙʫʚʘʻʪʴʩʷ ʯʝʨʝʟ ʧʝʨʝʨʠʚʯʘʩʪʽʩʪʴ ʚʨʽʟʘʥʥʷ ʦʢʨʝʤʠʭ ʟʝʨʝʥ, 
ʱʦ ʨʫʭʘʶʪʴʩʷ ʧʦ ʥʝʨʽʚʥʽʡ ʧʦʚʝʨʭʥʽ ʢʦʥʪʘʢʪʫ ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʫ ʡ ʟʘʛʦʪʦʚʢʠ, ʘ ʪʘʢʦʞ 
ʜʦʜʘʪʢʦʚʠʭ ʟʩʫʚʽʚ ʚʥʘʩʣʽʜʦʢ ʚʽʙʨʘʮʽʡ ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʫ (ʨʠʩ 6). 

 

 
 

Рис. 6. Залежність сил шліфування 𝑭𝒙, 𝑭𝒛 від часу 𝒕 з урахуванням вібрації. 
 
ʇʦʨʽʚʥʶʶʯʠ ʟʦʙʨʘʞʝʥʥʷ ʟʦʥʠ ʦʙʨʦʙʣʝʥʦʾ ʧʦʚʝʨʭʥʽ, ʧʦʢʘʟʘʥʦʾ ʥʘ ʨʠʩ. 7, ʤʦʞʥʘ 

ʚʠʜʽʣʠʪʠ ʪʝʢʩʪʫʨʫ ʦʙʨʦʙʣʝʥʦʾ ʧʦʚʝʨʭʥʽ ʟʘʛʦʪʦʚʢʠ ʧʨʠ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʽ ʙʝʟ i ʟ ʫʨʘʭʫʚʘʥʥʷʤ 
ʚʽʙʨʘʮʽʾ ʚ ʤʦʤʝʥʪ ʯʘʩʫ 𝑡 ൌ 100 ⋅ 𝑇/𝑁 ʜʣʷ ʨʽʟʥʠʭ ʚʘʨʽʘʥʪʽʚ ʚʠʧʘʜʢʦʚʠʤ ʯʠʥʦʤ ʦʙʨʘʥʠʭ 
ʧʘʨʘʤʝʪʨʽʚ ʨʦʟʪʘʰʫʚʘʥʥʷ ʟʝʨʝʥ. ʎʝ ʜʘʻ ʤʦʞʣʠʚʽʩʪʴ ʚʩʪʘʥʦʚʠʪʠ, ʱʦ ʩʝʨʝʜʥʻ ʟʥʘʯʝʥʥʷ 
ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʠ ሺ𝑍ሻ ʦʙʨʦʙʣʝʥʦʾ ʧʦʚʝʨʭʥʽ ʟ ʫʨʘʭʫʚʘʥʥʷʤ ʚʽʙʨʘʮʽʾ ʚʠʱʝ, ʥʽʞ ʙʝʟ ʫʨʘʭʫʚʘʥʥʷ. 
ʎʝ ʧʦʷʩʥʶʻʪʴʩʷ ʚʧʣʠʚʦʤ ʧʨʫʞʥʦʛʦ ʚʽʜʞʠʤʘʥʥʷ ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʫ ʧʨʠ ʧʨʫʞʥʦʤʫ ʟʘʢʨʽʧʣʝʥʥʽ 
ʟ ʫʨʘʭʫʚʘʥʥʷʤ ʚʽʙʨʘʮʽʡ. 

ɿʘ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʘʤʠ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ ʪʦʧʦʛʨʘʬʽʯʥʦʾ ʢʘʨʪʠʥʠ ʧʦʚʝʨʭʥʽ, ʚʠʜʥʦ, ʱʦ 
ʧʨʠʩʫʪʥʽ ʧʽʢʠ ʽ ʚʧʘʜʠʥʠ ʨʽʟʥʦʾ ʚʝʣʠʯʠʥʠ. ʅʘ ʧʽʜʩʪʘʚʽ ʦʙʨʦʙʢʠ ʧʦʚʝʨʭʥʽ, ʱʦ 
ʤʦʜʝʣʶʻʪʴʩʷ ʫ ʜʘʥʽʡ ʨʦʙʦʪʽ, ʥʘʚʝʜʝʥʽ ʪʘʢʽ ʧʘʨʘʤʝʪʨʠ ʜʣʷ ʦʮʽʥʢʠ ʭʚʠʣʷʩʪʦʩʪʽ ʧʦʚʝʨʭʥʽ: 

 Mean ð ʩʝʨʝʜʥʻ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʠ ሺ𝑍ሻ ʧʦʚʝʨʭʥʽ, ʷʢʝ ʚʠʟʥʘʯʘʻ ʩʝʨʝʜʥʶ ʣʽʥʽʶ 
ʧʨʦʬʽʣʶ. 

 Max, Min ð ʤʘʢʩʠʤʘʣʴʥʝ ʡ ʤʽʥʽʤʘʣʴʥʝ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʠ ሺ𝑍ሻ ʧʦʚʝʨʭʥʽ. 
 𝑅௔ ðʩʝʨʝʜʥʻ ʘʨʠʬʤʝʪʠʯʥʝ ʚʽʜʭʠʣʝʥʥʷ ʧʨʦʬʽʣʶ, ʷʢʝ ʚʠʟʥʘʯʘʻʪʴʩʷ ʷʢ ʩʝʨʝʜʥʻ 

ʘʨʠʬʤʝʪʠʯʥʝ ʘʙʩʦʣʶʪʥʠʭ ʟʥʘʯʝʥʴ ʚʽʜʭʠʣʝʥʴ ʧʨʦʬʽʣʶ 𝑧 ʚ ʤʝʞʘʭ ʙʘʟʦʚʦʾ 
ʜʦʚʞʠʥʠ 𝑙: 

𝑅௔ ൌ
1
𝑙

න |𝑧ሺ𝑥ሻ|
௟

଴
𝑑𝑥, (10) 

 
ʜʝ 𝑧௜ ð ʚiʜʭʠʣʝʥʥʷ ʧʨʦʬiʣʶ, ʱʦ ʷʚʣʷʻ ʩʦʙʦʶ ʚʽʜʩʪʘʥʴ ʤʽʞ ʙʫʜʴ-ʷʢʦʶ ʪʦʯʢʦʶ ʧʨʦʬʽʣʶ 
ʡ ʩʝʨʝʜʥʴʦʶ ʣʽʥʽʻʶ, ʱʦ ʚʠʤʽʨʷʥʘ ʧʦ ʥʦʨʤʘʣʽ, ʷʢʘ ʧʨʦʚʝʜʝʥʘ ʜʦ ʩʝʨʝʜʥʴʦʾ ʣʽʥʽʾ ʯʝʨʝʟ ʮʶ 
ʪʦʯʢʫ. 
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Рис. 7. Текстури обробленої поверхні заготовки при моделюванні з урахуванням вібрації в момент 
часу 𝒕 ൌ 𝟏𝟎𝟎 ⋅ 𝑻/𝑵. 

 
ʇʘʨʘʤʝʪʨ 𝑅௔ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʟʫʻ ʚʠʩʦʪʫ ʥʝʨʽʚʥʦʩʪʝʡ ʧʨʦʬʽʣʶ. ʅʝ ʤʝʥʰ ʚʘʞʣʠʚʦʶ 

ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʦʶ ʥʝʨʽʚʥʦʩʪʝʡ ʧʨʦʬʽʣʶ ʻ ʾʭ ʢʨʦʢ. 𝑆  ʩʝʨʝʜʥʽʡ ʢʨʦʢ ʥʝʨʽʚʥʦʩʪʝʡ 
ʧʨʦʬʽʣʶ ʧʦ ʚʝʨʰʠʥʘʭ (ʤʽʞ ʚʝʨʰʠʥʘʤʠ ʭʘʨʘʢʪʝʨʥʠʭ ʥʝʨʽʚʥʦʩʪʝʡ) ʫ ʤʝʞʘʭ ʙʘʟʦʚʦʾ 
ʜʦʚʞʠʥʠ. 

ʄʝʪʦʜʠʢʘ i ʧʨʠʢʣʘʜʠ ʦʮʽʥʢʠ ʭʚʠʣʷʩʪʦʩʪʽ ʧʦʚʝʨʭʥʽ ʧʽʩʣʷ ʦʙʨʦʙʢʠ ʨʽʟʘʥʥʷʤ 
ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʝʥʘ ʚ [1516]. 

ɿ ʥʘʚʝʜʝʥʠʭ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʽʚ ʚʠʜʥʦ, ʱʦ ʜʣʷ ʚʠʧʘʜʢʫ 𝐾௫ ʟ ʚʝʣʠʢʠʤʠ ʟʥʘʯʝʥʥʷʤʠ 
ʞʦʨʩʪʢʦʩʪʽ (𝐾௫ ൐ 45кН/мм) ʢʦʣʠʚʘʥʥʷ ʩʠʩʪʝʤʠ ʟʘʛʘʩʘʶʪʴ, ʧʦʚʝʜʽʥʢʘ ʩʪʘʙʽʣʴʥʘ. ɸ ʜʣʷ 
ʚʠʧʘʜʢʽʚ 𝐾௫ ʟ ʤʝʥʰʠʤʠ ʟʥʘʯʝʥʥʷʤʠ ʩʧʦʩʪʝʨʽʛʘʶʪʴʩʷ ʢʦʣʠʚʘʥʥʷ ʟ ʚʝʣʠʢʦʶ ʘʤʧʣʽʪʫʜʦʶ, 
ʚʝʣʠʯʠʥʘ ʷʢʠʭ ʧʝʨʝʚʠʱʫʻ ʨʦʟʤʽʨ ʟʝʨʝʥ, ʱʦ ʛʦʚʦʨʠʪʴ ʧʨʦ ʥʝʧʨʘʮʝʟʜʘʪʥʽʩʪʴ ʪʘʢʠʭ 
ʨʝʞʠʤʽʚ. ʄʽʞ ʥʠʤʠ ʽʩʥʫʶʪʴ ʪʘʢʽ ʨʝʞʠʤʠ, ʜʣʷ ʷʢʠʭ ʥʘ ʧʦʯʘʪʢʦʚʽʡ ʜʽʣʷʥʮʽ ʚʽʜʙʫʚʘʻʪʴʩʷ 
ʟʨʦʩʪʘʥʥʷ ʘʤʧʣʽʪʫʜ ʢʦʣʠʚʘʥʴ, ʘʣʝ ʩʠʩʪʝʤʘ ʩʪʽʡʢʘ ʡ ʧʽʩʣʷ ʢʦʨʦʪʢʦʛʦ ʧʝʨʝʭʽʜʥʦʛʦ 
ʧʨʦʮʝʩʫ ʚʦʥʘ ʚʠʭʦʜʠʪʴ ʥʘ ʫʩʪʘʣʝʥʠʡ ʨʝʞʠʤ, ʪʘʢʠʡ ʨʝʞʠʤ ʤʦʞʥʘ ʚʚʘʞʘʪʠ ʟʘʜʦʚʽʣʴʥʠʤ. 

ʇʦʨʽʚʥʶʶʯʠ ʚʣʘʩʥʽ ʯʘʩʪʦʪʠ ʟ ʧʽʢʘʤʠ ʩʧʝʢʪʨʽʚ, ʤʦʞʥʘ ʩʧʦʩʪʝʨʽʛʘʪʠ, ʱʦ ʚ 
ʧʝʨʝʭʽʜʥʠʭ ʨʝʞʠʤʘʭ, ʧʨʠʩʫʪʥʷ ʪʝʥʜʝʥʮʽʷ ʧʦʷʚʠ ʦʢʨʝʤʠʭ ʧʽʢʽʚ, ʷʢʽ ʟʙʽʛʘʶʪʴʩʷ ʯʠ ʤʘʶʪʴ 
ʢʨʘʪʥʽ ʟʥʘʯʝʥʥʷ ʚʣʘʩʥʠʭ ʯʘʩʪʦʪ. ɸ ʚ ʥʝʩʪʽʡʢʠʭ ʨʝʞʠʤʘʭ ʻ ʷʩʢʨʘʚʦ ʚʠʨʘʞʝʥʽ ʧʽʢʠ ʥʘ 
ʟʥʘʯʝʥʥʷʭ ʯʘʩʪʦʪ, ʱʦ ʢʨʘʪʥʽ ʚʣʘʩʥʠʤ ʯʘʩʪʦʪʘʤ ʩʠʩʪʝʤʠ. ɸʥʘʣʽʟʫʶʯʠ ʪʠʤʯʘʩʦʚʽ 
ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʠ ʨʦʟʚôʷʟʢʫ ʟʘ ʜʦʧʦʤʦʛʦʶ ʤʝʪʦʜʫ ʜʝʪʝʢʪʫʚʘʥʥʷ çchatterè, ʦʧʠʩʘʥʦʛʦ ʚ 
ʨʦʙʦʪʘʭ [1720], ʤʦʞʥʘ ʟʘʬʽʢʩʫʚʘʪʠ ʧʦʷʚʫ çchatterè ʧʨʠ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʽ. ʊʘʢʠʡ ʭʘʨʘʢʪʝʨ 
ʧʦʚʝʜʽʥʢʠ ʦʩʦʙʣʠʚʦ ʭʘʨʘʢʪʝʨʥʠʡ ʜʣʷ ʚʠʧʘʜʢʫ ʧʨʠ 𝐾௫/𝐾௭ ൌ 4, 𝐾௫ ൌ 30кН/мм (ʫ ʮʴʦʤʫ 
ʚʠʧʘʜʢʫ 𝑓௡௫ ൌ 2 ⋅ 𝑓௡௭), ʜʣʷ ʷʢʦʛʦ ʯʘʩʪʦʪʘ ʥʘʡʚʠʱʦʛʦ ʧʽʢʫ ʢʨʘʪʥʘ 3 ʜʦ ʚʣʘʩʥʦʾ ʯʘʩʪʦʪʠ 
𝑓௡௫. ʋ ʮʴʦʤʫ ʚʠʧʘʜʢʫ ʯʘʩʪʦʪʘ çchatterè ʩʪʘʻ ʜʦʤʽʥʫʶʯʦʶ, ʩʠʩʪʝʤʘ ʩʪʘʻ ʥʝʩʪʽʡʢʦʶ ʧʨʠ 
ʜʦʤʽʥʫʶʯʽʡ ʯʘʩʪʦʪʽ çchatterè [15, 21]. 

ʇʨʠ ʥʝʚʝʣʠʢʠʭ ʘʤʧʣʽʪʫʜʘʭ ʟʤʽʱʝʥʥʷ ʰʣʽʬʫʚʘʥʥʷ ʤʦʞʥʘ ʨʦʟʛʣʷʜʘʪʠ ʷʢ ʧʨʦʮʝʩ 
ʬʨʝʟʝʨʫʚʘʥʥʷ ʟ ʨʽʞʫʯʠʤʠ ʢʨʘʡʢʘʤʠ ʫ ʚʝʣʠʢʽʡ ʢʽʣʴʢʦʩʪʽ. ɸ ʜʣʷ ʚʠʧʘʜʢʽʚ, ʢʦʣʠ ʘʤʧʣʽʪʫʜʘ 
ʙʝʟʨʦʟʤʽʨʥʠʭ ʧʝʨʝʤʽʱʝʥʴ ʙʽʣʴʰʘ ʟʘ ʦʜʠʥʠʮʶ, ʤʦʜʝʣʴ ʰʣʽʬʫʚʘʥʥʷ ʥʝʦʙʭʽʜʥʦ 
ʨʦʟʛʣʷʜʘʪʠ ʟ ʫʨʘʭʫʚʘʥʥʷʤ ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʥʦʛʦ ʦʙʤʝʞʝʥʥʷ ʚʠʩʦʪʠ ʟʝʨʝʥ ʽ ʢʦʥʪʘʢʪʫ 
ʩʧʦʣʫʯʥʦʛʦ ʟ ʤʘʪʝʨʽʘʣʦʤ ʟʘʛʦʪʦʚʢʠ. 

ɼʣʷ ʧʦʨʽʚʥʷʥʥʷ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʽʚ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ ʟ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʘʤʠ ʝʢʩʧʝʨʠʤʝʥʪʽʚ 
ʨʦʟʛʣʷʜʘʣʘʩʷ ʦʙʨʦʙʢʘ ʧʣʦʩʢʦʾ ʧʦʚʝʨʭʥʽ ʤʘʪʝʨʽʘʣʫ ʜʝʪʘʣʽ ʟʽ ʟʥʦʩʦʩʪʽʡʢʠʤ ʧʦʢʨʠʪʪʷʤ 
Ni/Ni-TiO2 ʰʣʽʬʫʚʘʣʴʥʠʤ ʢʨʫʛʦʤ ʇʇ 210ʭ32ʭ76 25ɸ 40ʇ ʉʊ1 5 ʂ5 ɹ. ʅʘ ʨʠʩ.8 
ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʝʥʠʡ ʚʠʛʣʷʜ ʧʦʚʝʨʭʥʽ ʧʽʩʣʷ ʧʨʦʭʦʜʞʝʥʥʷ ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʫ, ʦʜʝʨʞʘʥʠʡ ʟʘ 
ʜʦʧʦʤʦʛʦʶ ʫʜʦʩʢʦʥʘʣʝʥʦʾ ʤʦʜʝʣʽ (ʘ), ʘ ʪʘʢʦʞ ʦʩʪʘʪʦʯʥʠʡ ʤʽʢʨʦʨʝʣʴʻʬ ʧʦʚʝʨʭʥʽ (ʙ) 
ʧʽʩʣʷ ʰʣʽʬʫʚʘʥʥʷ. 
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Висновки 
ʈʦʟʨʦʙʣʝʥʦ ʫʜʦʩʢʦʥʘʣʝʥʫ ʩʪʦʭʘʩʪʠʯʥʫ ʤʦʜʝʣʴ, ʷʢʘ ʜʦʟʚʦʣʷʻ ʜʦʩʣʽʜʞʫʚʘʪʠ 

ʜʠʥʘʤʽʢʫ ʧʨʦʮʝʩʫ ʰʣʽʬʫʚʘʥʥʷ ʪʘ ʬʦʨʤʫʚʘʥʥʷ ʪʦʧʦʛʨʘʬʽʾ ʦʙʨʦʙʣʶʚʘʥʦʾ ʧʦʚʝʨʭʥʽ 
ʚʠʨʦʙʽʚ. ʋ ʤʦʜʝʣʽ ʧʨʦʮʝʩ ʦʙʨʦʙʢʠ ʟʦʙʨʘʞʫʻʪʴʩʷ ʷʢ ʤʽʢʨʦʨʽʟʘʥʥʷ ʘʙʨʘʟʠʚʥʠʤʠ ʟʝʨʥʘʤʠ, 
ʱʦ ʚʠʧʘʜʢʦʚʠʤ ʯʠʥʦʤ ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʽ ʧʦ ʧʦʚʝʨʭʥʽ ʰʣʽʬʫʚʘʣʴʥʦʛʦ ʢʨʫʛʘ. ɻʝʦʤʝʪʨʠʯʥʽ 
ʧʘʨʘʤʝʪʨʠ ʟʝʨʝʥ ʪʘʢʦʞ ʤʘʶʪʴ ʚʠʧʘʜʢʦʚʠʡ ʭʘʨʘʢʪʝʨ. 

 

 
Рис. 8. Вигляд поверхні після проходження інструменту, одержаний за допомогою удосконаленої 

моделі (а), а також остаточний мікрорельєф поверхні (б) після шліфування. 
 

ʋ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʽ ʤʦʜʝʣʶʚʘʥʥʷ ʦʪʨʠʤʘʥʽ ʪʝʢʩʪʫʨʠ ʧʦʚʝʨʭʥʽ ʧʽʩʣʷ ʦʙʨʦʙʢʠ, ʨʦʟʧʦʜʽʣ 
ʩʠʣ ʨʽʟʘʥʥʷ, ʜʠʥʘʤʽʯʥʠʭ ʚʽʜʭʠʣʝʥʴ ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʫ. ʇʦʙʫʜʦʚʘʥʦ ʾʭ ʩʧʝʢʪʨʘʣʴʥʽ 
ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʠ, ʷʢʽ ʜʦʟʚʦʣʷʶʪʴ ʦʮʽʥʠʪʠ ʚʧʣʠʚ ʨʝʞʠʤʽʚ ʦʙʨʦʙʢʠ ʡ ʧʘʨʘʤʝʪʨʽʚ 
ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʯʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ ʥʘ ʭʘʨʘʢʪʝʨ ʚʽʙʨʘʮʽʡ. ʇʦʢʘʟʘʥʦ, ʱʦ ʚ ʩʠʩʪʝʤʽ ʟʙʫʜʞʫʶʪʴʩʷ 
ʚʽʙʨʘʮʽʾ ʷʢ ʥʘ ʯʘʩʪʦʪʘʭ ʟʦʚʥʽʰʥʴʦʛʦ ʟʙʫʜʞʝʥʥʷ (ʯʘʩʪʦʪʘ ʧʨʦʭʦʜʞʝʥʥʷ ʟʝʨʝʥ), ʪʘʢ i ʥʘ 
ʯʘʩʪʦʪʘʭ ʚʣʘʩʥʠʭ ʢʦʣʠʚʘʥʴ ʧʨʫʞʥʦʾ ʜʠʥʘʤʽʯʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ, ʭʘʨʘʢʪʝʨʥʠʭ ʜʣʷ 
ʨʝʛʝʥʝʨʘʪʠʚʥʦʛʦ ʜʞʝʨʝʣʘ ʟʙʫʜʞʝʥʥʷ. ɺʩʪʘʥʦʚʣʝʥʦ, ʱʦ ʧʨʠ ʤʘʣʽʡ ʞʦʨʩʪʢʦʩʪʽ 
ʪʝʭʥʦʣʦʛʽʯʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ ʟʙʫʜʞʫʶʪʴʩʷ ʘʚʪʦʢʦʣʠʚʘʥʥʷ ʪʠʧʫ çchatterè ʟ ʚʝʣʠʢʦʶ 
ʘʤʧʣʽʪʫʜʦʶ ʟʘ ʨʘʭʫʥʦʢ ʤʝʭʘʥʽʟʤʫ ʨʝʛʝʥʝʨʘʪʠʚʥʦʛʦ ʟʙʫʜʞʝʥʥʷ ʚʽʜ ʟʝʨʥʘ ʜʦ ʟʝʨʥʘ ʥʘ 
ʯʘʩʪʦʪʘʭ ʢʨʘʪʥʠʭ ʚʣʘʩʥʠʤ ʯʘʩʪʦʪʘʤ ʢʦʣʠʚʘʥʴ, ʱʦ ʧʨʠʟʚʦʜʷʪʴ ʜʦ ʚʪʨʘʪʠ ʷʢʦʩʪʽ ʦʙʨʦʙʢʠ 
ʽ ʧʦʩʠʣʝʥʥʷ ʟʥʦʩʫ ʽʥʩʪʨʫʤʝʥʪʫ. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ СИЛОВЫМИ 
АГРЕГАТАМИ СУДОВОГО КОМПЛЕКСА НА 

НЕСТАЦИОНАРНЫХ РЕЖИМАХ 
 

Исследования основных динамических характеристик энергетических 
комплексов судовых систем в установившемся режиме при действии возмущающей 
силы являются актуальными. Особенно это подтверждается созданием управляющих 
систем для судовых силовых установок. 

В статье авторами разработана математическая модель динамики судового 
комплекса с учетом переходных процессов и найден контроль, обеспечивающий его 
движение с максимальной средней скоростью и минимальным расходом топлива на 
единицу пути. Рассмотрены дифференциальные уравнения движения комплекса 
корабля в безразмерном виде в нестационарных условиях. Для оптимального 
управления этим объектом был разработан критерий оптимальности, который 
связан функциональными связями с характеристиками судового комплекса и с 
которым достигается оптимум. Задачи оптимального управления были поставлены и 
решены, чтобы найти управление, обеспечивающее движение судового комплекса с 
максимальной средней скоростью с дифференциальными связями и граничными 
условиями, и управление, обеспечивающее минимальный средний расход топлива на 
единицу пути судового комплекса. при заданной средней скорости его движения. 
Установлено, что значения основных характеристик силовых установок судового 
комплекса существенно зависят от всех параметров системы, поэтому для 
моделирования вводятся аппроксимирующие функции этих характеристик. Поскольку 
полученный закон управления действителен для любых возмущающих функций, 
система автоматического управления с характеристикой регулятора скорости в 
ведущем звене поддерживает режим, близкий к оптимальному, под действием 
произвольных возмущающих сил, в том числе непериодических. 

Исследования, проведенные для судовых комплексов, показали, что величина 
прироста скорости судна в нестационарных условиях изменения параметров 
достигает 8%. Степень контроля зависит от всех параметров, характеризующих 
корабельный комплекс и состояние моря. Полученные соотношения при моделировании 
и оптимальном управлении энергоблоками судовых комплексов позволили 
проанализировать расход топлива на единицу пути с оптимальным управлением 
методом динамического программирования по сравнению с соответствующим 
постоянным управлением. 

Ключевые слова: математическая модель, оптимальное управление, метод 
усреднения, переходной процесс, судовой комплекс. 
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Анализ последних исследований и публикаций 
ɺ ʨʘʙʦʪʘʭ [4−6] ʘʥʘʣʠʟʠʨʫʶʪʩʷ ʩʧʦʩʦʙʳ ʤʦʜʝʨʥʠʟʘʮʠʠ ʩʠʩʪʝʤ ʪʦʧʣʠʚʦʧʦʜʘʯʠ 

ʥʝʧʦʩʨʝʜʩʪʚʝʥʥʦʛʦ ʜʝʡʩʪʚʠʷ. ʇʨʠ ʵʪʦʤ ʦʩʥʦʚʥʦʝ ʚʥʠʤʘʥʠʝ ʫʜʝʣʷʝʪʩʷ ʥʝ ʪʦʣʴʢʦ 
ʧʦʚʳʰʝʥʠʶ ʜʘʚʣʝʥʠʷ ʚʧʨʳʩʢʠʚʘʥʠʷ ʪʦʧʣʠʚʘ, ʥʦ ʠ ʚʦʟʤʦʞʥʦʩʪʷʤ ʘʜʘʧʪʘʮʠʦʥʥʦʛʦ 
ʨʝʛʫʣʠʨʦʚʘʥʠʷ ʧʨʦʮʝʩʩʦʚ ʧʦʜʘʯʠ ʪʦʧʣʠʚʘ ʜʣʷ ʧʦʣʫʯʝʥʠʷ ʪʨʝʙʫʝʤʳʭ ʟʥʘʯʝʥʠʡ ʮʠʢʣʦʚʦʡ 
ʧʦʜʘʯʠ, ʫʛʣʘ ʦʧʝʨʝʞʝʥʠʷ ʚʧʨʳʩʢʠʚʘʥʠʷ ʠ ʟʘʢʦʥʘ ʧʦʜʘʯʠ ʚ ʫʩʣʦʚʠʷʭ ʤʝʥʷʶʱʝʡʩʷ 
ʥʘʛʨʫʟʢʠ ʠ ʧʝʨʝʭʦʜʥʳʭ ʧʨʦʮʝʩʩʦʚ. ɼʣʷ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʛʦ ʚʳʙʦʨʘ ʧʘʨʘʤʝʪʨʦʚ ʧʨʦʮʝʩʩʘ 
ʪʦʧʣʠʚʦʧʦʜʘʯʠ ʵʬʬʝʢʪʠʚʥʳ ʤʝʪʦʜʳ ʤʦʜʝʣʠʨʦʚʘʥʠʷ. 

ʆʜʥʘʢʦ ʚ ʨʷʜʝ ʤʝʪʦʜʦʚ ʤʦʜʝʣʠʨʦʚʘʥʠʷ ʥʝ ʨʘʩʩʤʘʪʨʠʚʘʶʪʩʷ ʚʦʧʨʦʩʳ ʦʮʝʥʢʠ 
ʚʟʘʠʤʦʚʣʠʷʥʠʷ ʠʟʤʝʥʷʶʱʠʭʩʷ ʧʘʨʘʤʝʪʨʦʚ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʝʩʢʠʭ ʤʦʜʝʣʝʡ.  

ʇʦʵʪʦʤʫ ʨʘʟʨʘʙʦʪʢʘ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʝʩʢʦʡ ʤʦʜʝʣʠ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʛʦ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ 
ʪʦʧʣʠʚʥʦʡ ʩʠʩʪʝʤʦʡ ʩʫʜʦʚʦʛʦ ʢʦʤʧʣʝʢʩʘ ʥʘ ʧʝʨʝʭʦʜʥʳʭ ʨʝʞʠʤʘʭ ʷʚʣʷʝʪʩʷ ʘʢʪʫʘʣʴʥʦʡ 

 
Цель исследования 

Целью исследования ʷʚʣʷʝʪʩʷ ʧʦʣʫʯʝʥʠʝ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʝʩʢʦʡ ʤʦʜʝʣʠ ʜʠʥʘʤʠʢʠ 
ʩʫʜʦʚʦʛʦ ʢʦʤʧʣʝʢʩʘ ʩ ʫʯʝʪʦʤ ʧʝʨʝʭʦʜʥʳʭ ʧʨʦʮʝʩʩʦʚ ʠ ʥʘʭʦʞʜʝʥʠʝ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ, 
ʦʙʝʩʧʝʯʠʚʘʶʱʝʝ ʝʛʦ ʜʚʠʞʝʥʠʝ ʩ ʤʘʢʩʠʤʘʣʴʥʦʡ ʩʨʝʜʥʝʡ ʩʢʦʨʦʩʪʴʶ ʠ ʤʠʥʠʤʘʣʴʥʳʤ 
ʨʘʩʭʦʜʦʤ ʪʦʧʣʠʚʘ ʥʘ ʝʜʠʥʠʮʫ ʧʫʪʠ. 

ɼʣʷ ʨʝʰʝʥʠʷ ʧʦʩʪʘʚʣʝʥʥʦʡ ʮʝʣʠ ʥʝʦʙʭʦʜʠʤʦ ʨʘʩʩʤʦʪʨʝʪʴ ʟʘʜʘʯʠ: 
ï ʚ ʢʘʯʝʩʪʚʝ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʝʩʢʦʡ ʤʦʜʝʣʠ ʠʩʧʦʣʴʟʦʚʘʪʴ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʘʣʴʥʳʝ 

ʫʨʘʚʥʝʥʠʷ ʜʚʠʞʝʥʠʷ ʩʫʜʦʚʦʛʦ ʢʦʤʧʣʝʢʩʘ ʚ ʙʝʟʨʘʟʤʝʨʥʦʤ ʚʠʜʝ ʚ ʥʝʩʪʘʮʠʦʥʘʨʥʳʭ 
ʫʩʣʦʚʠʷʭ; 

ï ʧʦʩʪʨʦʝʥʠʝ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʛʦ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ ʧʦ ʤʝʪʦʜʫ ʫʩʨʝʜʥʝʥʠʷ. 
 

Изложение основного материала исследования 
ɼʠʬʬʝʨʝʥʮʠʘʣʴʥʳʝ ʫʨʘʚʥʝʥʠʷ ʜʚʠʞʝʥʠʷ ʩʫʜʦʚʦʛʦ ʢʦʤʧʣʝʢʩʘ ʚ ʙʝʟʨʘʟʤʝʨʥʦʤ 

ʚʠʜʝ ʚ ʥʝʩʪʘʮʠʦʥʘʨʥʳʭ ʫʩʣʦʚʠʷʭ ʠʤʝʶʪ ʚʠʜ [7]: 
 

( ) ( )[ ]tMM
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( ) ( )[ ]υϕυωυ oo
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ʧʨʠ ( ) ;10 =ω  ( ) 10 =υ , (2) 
 

ʛʜʝ ω, ʋ ï ʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʘʷ ʫʛʣʦʚʘʷ ʩʢʦʨʦʩʪʴ ʚʝʜʫʱʝʛʦ ʟʚʝʥʘ ʠ ʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʘʷ 
ʧʦʩʪʫʧʘʪʝʣʴʥʘʷ ʩʢʦʨʦʩʪʴ ʚʝʜʦʤʦʛʦ ʟʚʝʥʘ (ʩʫʜʦʚʦʛʦ ʢʦʤʧʣʝʢʩʘ);  
А, В, t ï ʙʝʟʨʘʟʤʝʨʥʳʝ ʜʠʥʘʤʠʯʝʩʢʠʝ ʧʘʨʘʤʝʪʨʳ ʠ ʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʦʝ ʚʨʝʤʷ;  
Р, R, Mg, Мʩ ï ʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʳʝ ʚʝʣʠʯʠʥʳ; 
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( ) ( ) 2
0 0,,1,1 υϕχυ PR = ï ʩʠʣʘ ʩʦʧʨʦʪʠʚʣʝʥʠʷ ʚʦʜʳ ʜʚʠʞʝʥʠʶ ʩʫʜʥʘ;  

ω ï ʫʛʣʦʚʘʷ ʩʢʦʨʦʩʪʴ ʚʠʥʪʘ;  
( ) ( ) ( ) ( )tuMMuM coog ωϕω 0,,1,1, =  ï ʜʚʠʞʫʱʠʡ ʤʦʤʝʥʪ;  

241



 

( ) ( )tCtM
o

oo

c 2
max2

2
max2

2

2
2

max2

2

max2

2

max

8,1

45,165,0
,,,

ϕ
ϕ

υ
λ
λ

υ
λ
λωυ

λ
λω

ϕ
ϕ

ϕυω





















−









+−

=  ï ʤʦʤʝʥʪ 

ʩʦʧʨʦʪʠʚʣʝʥʠʷ ʚʠʥʪʘ;  
λʦ / λ2max, А, В, φ / φmax ï ʙʝʟʨʘʟʤʝʨʥʳʝ ʢʦʵʬʬʠʮʠʝʥʪʳ;  
φ(t) ï ʰʘʛʦʚʦʝ ʦʪʥʦʰʝʥʠʝ ʚʠʥʪʘ (ɺʈʐ);  
υ(t) ï ʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʘʷ ʧʦʜʘʯʘ ʪʦʧʣʠʚʘ;  
C1(t), C2(t) ï ʬʫʥʢʮʠʠ, ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʟʫʶʱʠʝ ʥʝʩʪʘʮʠʦʥʘʨʥʦʩʪʴ ʚʦʜʥʦʡ ʩʨʝʜʳ; 
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ɿʜʝʩʴ ξ, С, ωʦ / ωʨ, ψ ï ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʠ ʜʚʠʛʘʪʝʣʷ. 
ɺʘʞʥʦʡ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʦʡ, ʦʮʝʥʠʚʘʶʱʝʡ ʵʢʦʥʦʤʠʯʥʦʩʪʴ ʨʘʙʦʪʳ ʵʥʝʨʛʝʪʠʯʝʩʢʦʡ 

ʩʠʩʪʝʤʳ, ʷʚʣʷʝʪʩʷ ʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʳʡ ʨʘʩʭʦʜ ʥʝʢʦʪʦʨʦʛʦ ʨʝʩʫʨʩʘ ʚ ʢʘʯʝʩʪʚʝ, ʢʦʪʦʨʦʛʦ ʜʣʷ 
ʩʫʜʦʚʦʛʦ ʢʦʤʧʣʝʢʩʘ ʷʚʣʷʶʪʩʷ ʪʦʧʣʠʚʦ, ʵʣʝʢʪʨʦʵʥʝʨʛʠʷ ʥʘ ʝʜʠʥʠʮʫ ʧʫʪʠ: 

 
( )

υ
ωωω cgo MM

С
)(

= . 
(4) 

 
ʇʨʠ ʧʦʩʪʘʥʦʚʢʝ ʟʘʜʘʯ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʛʦ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ ʤʦʞʥʦ [8−9]: 
1) ʅʘʭʦʜʠʪʴ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʝ 0 Ò u(τ) Ò 1, ʦʙʝʩʧʝʯʠʚʘʶʱʝʝ ʜʚʠʞʝʥʠʝ ʩʫʜʦʚʦʛʦ 

ʢʦʤʧʣʝʢʩʘ ʩ ʤʘʢʩʠʤʘʣʴʥʦʡ ʩʨʝʜʥʝʡ ʩʢʦʨʦʩʪʴʶ, ʪ.ʝ. 
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→∫  
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ʧʨʠ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʘʣʴʥʳʭ ʩʚʷʟʷʭ (1) ʠ ʛʨʘʥʠʯʥʳʭ ʫʩʣʦʚʠʷʭ: ω(0) = ω(2π), υ(0) = υ(2π); 

2) ʅʘʭʦʜʠʪʴ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʝ 0 Ò u(τ) Ò 1, ʦʙʝʩʧʝʯʠʚʘʶʱʝʝ ʤʠʥʠʤʘʣʴʥʳʡ ʩʨʝʜʥʠʡ 
ʨʘʩʭʦʜ ʪʦʧʣʠʚʘ ʥʘ ʝʜʠʥʠʮʫ ʧʫʪʠ ʩʫʜʦʚʦʛʦ ʢʦʤʧʣʝʢʩʘ ʧʨʠ ʟʘʜʘʥʥʦʡ ʩʨʝʜʥʝʡ ʩʢʦʨʦʩʪʠ 
ʝʛʦ ʜʚʠʞʝʥʠʷ u1 < umax, ʪ.ʝ. 
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cg  (6) 

 
ʧʨʠ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʘʣʴʥʳʭ ʩʚʷʟʷʭ (1), ʛʨʘʥʠʯʥʳʭ ʫʩʣʦʚʠʷʭ ʠ ʠʥʪʝʛʨʘʣʴʥʦʡ ʩʚʷʟʠ 
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ʆʩʦʙʝʥʥʦ ʙʦʣʴʰʦʝ ʧʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʥʘʯʝʥʠʝ ʦʥʠ ʠʤʝʶʪ ʚ ʨʝʰʝʥʠʠ ʦʜʥʦʡ ʠʟ 

ʦʩʥʦʚʥʳʭ ʧʨʦʙʣʝʤ ʩʫʜʦʚʦʡ ʤʝʭʘʥʠʢʠ ï ʘʚʪʦʤʘʪʠʟʘʮʠʠ ʩʠʣʦʚʳʭ ʫʩʪʘʥʦʚʦʢ ʩʫʜʦʚ 
ʨʘʟʣʠʯʥʳʭ ʢʣʘʩʩʦʚ ʠ ʪʠʧʦʚ ʩ ʚʠʥʪʘʤʠ ʨʝʛʫʣʠʨʫʝʤʦʛʦ ʰʘʛʘ (ɺʈʐ) ʧʨʠ ʧʣʘʚʘʥʠʠ ʩʫʜʦʚ ʚ 
ʥʘʠʙʦʣʝʝ ʪʷʞʝʣʳʭ ʤʦʨʩʢʠʭ ʫʩʣʦʚʠʷʭ. 

ʈʘʩʩʤʦʪʨʠʤ ʚʣʠʷʥʠʝ ʫʧʨʘʚʣʷʶʱʝʛʦ ʧʘʨʘʤʝʪʨʘ u(t) ʥʘ ʦʩʥʦʚʥʳʝ ʜʠʥʘʤʠʯʝʩʢʠʝ 
ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʠ ʩʫʜʦʚʦʡ ʩʠʩʪʝʤʳ. 

ʈʘʩʩʤʦʪʨʝʥʠʝ ʟʘʜʘʯ 1) ʠ 2) ʥʝʦʙʭʦʜʠʤʦ ʜʣʷ ʩʨʘʚʥʝʥʠʷ ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʫʶʱʠʭ 
ʬʫʥʢʮʠʦʥʘʣʦʚ, ʧʨʠ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʤ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʠ u(t) ʠ ʥʘ ʚʳʛʦʜʥʝʡʰʝʤ ʧʦʩʪʦʷʥʥʦʤ 
ʟʥʘʯʝʥʠʠ u (u = umax ï ʟʘʜʘʯʘ 1, u (u = umin ï ʟʘʜʘʯʘ 2, ʪ.ʝ. ʜʣʷ ʦʮʝʥʢʠ ʵʬʬʝʢʪʠʚʥʦʩʪʠ ʦʪ 
ʚʚʝʜʝʥʠʷ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ ʧʦ u. 

ʆʙʳʯʥʦ, ʧʘʨʘʤʝʪʨ 1 / А<<1. ʇʦʵʪʦʤʫ, ʠʩʧʦʣʴʟʫʷ ʤʝʪʦʜ ʫʩʨʝʜʥʝʥʠʷ [8], ʤʦʞʥʦ 
ʟʘʧʠʩʘʪʴ: 
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ʀʩʩʣʝʜʦʚʘʥʠʝ ʚʣʠʷʥʠʷ ʧʘʨʘʤʝʪʨʘ В /  А ʧʦʢʘʟʘʥʦ, ʯʪʦ ʧʨʠ ʫʚʝʣʠʯʝʥʠʠ ʟʥʘʯʝʥʠʷ 

ʵʢʩʪʨʝʤʘʣʴʥʳʝ ʚʝʣʠʯʠʥʳ ʚʩʝʭ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢ ʩʫʜʦʚʦʡ ʩʠʩʪʝʤʳ ʘʩʠʤʧʪʦʪʠʯʝʩʢʠ 
ʧʨʠʙʣʠʞʘʶʪʩʷ ʢ ʥʝʢʦʪʦʨʳʤ ʧʨʝʜʝʣʴʥʳʤ ʟʥʘʯʝʥʠʷʤ. ʇʨʠ В / А > 5, ʚʝʣʠʯʠʥʳ ω ʠ ʋ, ʘ 
ʩʣʝʜʦʚʘʪʝʣʴʥʦ, Mg

o, Mc
o ʠ Рʦ ʧʨʘʢʪʠʯʝʩʢʠ ʥʝ ʦʪʣʠʯʘʶʪʩʷ ʦʪ ʩʚʦʠʭ ʧʨʝʜʝʣʴʥʳʭ 

ʟʥʘʯʝʥʠʡ. 
ʇʨʠ ∆С2 > 0,5, ʛʜʝ ∆С2=maxC2(t) − minC2(t) ʟʥʘʯʝʥʠʷ ʋ(u), umax , umin ʧʨʘʢʪʠʯʝʩʢʠ 

ʥʝ ʟʘʚʠʩʷʪ ʦʪ В / А. ʇʦʵʪʦʤʫ, ʜʣʷ ʧʨʦʠʟʚʦʣʴʥʦʛʦ В / А ʤʦʞʥʦ ʟʘʜʘʚʘʪʴ umax ʠ umin 
ʧʦʣʫʯʝʥʥʳʝ ʚ ʧʨʝʜʧʦʣʦʞʝʥʠʠ В / А <<1. 

ʇʨʠ ∆С2 > 0,5, ʪ.ʝ. ʜʣʷ ʙʦʣʴʰʠʭ ʚʦʟʤʫʱʝʥʠʡ ʩʨʝʜʳ (ʧʨʠ ʙʦʣʴʰʠʭ ʘʤʧʣʠʪʫʜʘʭ 
ʤʦʨʩʢʦʡ ʧʦʚʝʨʭʥʦʩʪʠ) ʥʘ ʧʨʦʤʝʞʫʪʢʝ (0,1; 1,0) ʟʥʘʯʝʥʠʷ umax ʠ umin ʜʦʩʪʠʛʘʶʪ 
ʥʝʢʦʪʦʨʳʭ ʤʘʢʩʠʤʘʣʴʥʳʭ ʚʝʣʠʯʠʥ, ʘ ʟʘʪʝʤ ʤʦʥʦʪʦʥʥʦ ʫʤʝʥʴʰʘʶʪʩʷ. ɽʩʣʠ ʟʘʜʘʚʘʪʴ 
ʟʥʘʯʝʥʠʝ ʩʢʦʨʦʩʪʠ ʋ ʧʨʠ В / А >>1 ʠ u = uo , ʪʦ ʟʥʘʯʝʥʠʝ umin  ʧʨʘʢʪʠʯʝʩʢʠ ʥʝ ʟʘʚʠʩʠʪ ʦʪ  
В / А ʧʨʠ ʧʨʦʠʟʚʦʣʴʥʦʤ ʨʝʘʣʴʥʦʤ ʟʥʘʯʝʥʠʠ ∆ С2. 

ʇʨʦʚʝʜʝʥʥʦʝ ʠʩʩʣʝʜʦʚʘʥʠʝ ʪʘʢʞʝ ʧʦʢʘʟʘʣʦ ʚʦʟʤʦʞʥʦʩʪʴ ʧʦʣʫʯʝʥʠʷ ʨʝʰʝʥʠʷ ʚ 
ʧʨʝʜʧʦʣʦʞʝʥʠʠ В / А<<1 ʠ В / А >>1. ɺ ʪʦʞʝ ʚʨʝʤʷ, ʧʨʠ ʵʪʠʭ ʧʨʝʜʧʦʣʦʞʝʥʠʷʭ 
ʠʩʧʦʣʴʟʦʚʘʥʠʝ ʤʝʪʦʜʘ ʤʘʣʦʛʦ ʧʘʨʘʤʝʪʨʘ [9−10] ʜʘʝʪ ʚʦʟʤʦʞʥʦʩʪʴ ʧʨʘʢʪʠʯʝʩʢʠ ʜʦʚʝʩʪʠ 
ʠʩʩʣʝʜʦʚʘʥʠʝ ʟʘʜʘʯ 1 ʠ 2 ʜʦ ʯʠʩʣʝʥʥʳʭ ʨʘʩʯʝʪʦʚ. 

ɿʥʘʯʝʥʠʝ ʦʩʥʦʚʥʳʭ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢ ʩʠʣʦʚʳʭ ʫʩʪʘʥʦʚʦʢ ʩʫʜʦʚʦʛʦ ʢʦʤʧʣʝʢʩʘ ʋ, 
ωmax, ωmin, Cʦ ʟʘʚʠʩʷʪ ʩʫʱʝʩʪʚʝʥʥʦ ʦʪ ʚʩʝʭ ʧʘʨʘʤʝʪʨʦʚ ʩʠʩʪʝʤʳ, ʧʦʵʪʦʤʫ ʜʣʷ 
ʤʦʜʝʣʠʨʦʚʘʥʠʷ ʚʚʝʜʝʤ ʚ ʨʘʩʩʤʦʪʨʝʥʠʝ ʘʧʧʨʦʢʩʠʤʠʨʫʶʱʠʝ ʬʫʥʢʮʠʠ ʫʢʘʟʘʥʥʳʭ 
ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢ ʚ ʚʠʜʝ: 

ɿʥʘʯʝʥʠʝ ʦʩʥʦʚʥʳʭ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢ ʩʠʣʦʚʳʭ ʫʩʪʘʥʦʚʦʢ ʩʫʜʦʚʦʛʦ ʢʦʤʧʣʝʢʩʘ ʋ, 
ωmax, ωmin, Cʦ ʟʘʚʠʩʷʪ ʩʫʱʝʩʪʚʝʥʥʦ ʦʪ ʚʩʝʭ ʧʘʨʘʤʝʪʨʦʚ ʩʠʩʪʝʤʳ, ʧʦʵʪʦʤʫ ʜʣʷ 
ʤʦʜʝʣʠʨʦʚʘʥʠʷ ʚʚʝʜʝʤ ʚ ʨʘʩʩʤʦʪʨʝʥʠʝ ʘʧʧʨʦʢʩʠʤʠʨʫʶʱʠʝ ʬʫʥʢʮʠʠ ʫʢʘʟʘʥʥʳʭ 
ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢ ʚ ʚʠʜʝ: 
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ʛʜʝ ɝ ï ʦʜʥʘ ʠʟ ʧʝʨʝʯʠʩʣʝʥʥʳʭ ʚʳʰʝ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢ; 
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ψіξ ï ʘʧʧʨʦʢʩʠʤʠʨʫʶʱʠʝ ʬʫʥʢʮʠʠ ʜʣʷ ξ ʧʨʠ В / А << 1, і = 1 ʠ В / А << 1, і = 2;  
аі ï ʧʦʩʪʦʷʥʥʳʝ ʢʦʵʬʬʠʮʠʝʥʪʳ, ʢʦʪʦʨʳʝ ʦʧʨʝʜʝʣʷʶʪʩʷ ʤʝʪʦʜʦʤ ʥʘʠʤʝʥʴʰʠʭ 
ʢʚʘʜʨʘʪʦʚ. 

 
ɸʧʧʨʦʢʩʠʤʠʨʫʶʱʠʝ ʬʫʥʢʮʠʠ ʧʦʣʫʯʝʥʳ ʧʨʠ ∆С2 Ò 0,5 ʜʣʷ ʧʨʦʠʟʚʦʣʴʥʦʛʦ 

ʦʪʥʦʰʝʥʠʝʷ В /  А, ʘ ʧʨʠ ∆С2 > 0,5 ʜʣʷ В / А ≥  1. 
ʈʘʩʩʤʦʪʨʠʤ ʧʦʩʪʨʦʝʥʠʝ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ ʩʠʩʪʝʤʦʡ, ʩʦʜʝʨʞʘʱʝʡ ʤʘʣʳʡ ʧʘʨʘʤʝʪʨ. ɼʣʷ 

ʵʪʦʛʦ ʚʚʝʜʝʤ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʝ u(t), ʤʠʥʠʤʠʟʠʨʫʶʱʝʝ ʬʫʥʢʮʠʦʥʘʣ [10−11]: 
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ʧʨʠ ʛʨʘʥʠʯʥʳʭ ʫʩʣʦʚʠʷʭ: 
x (0) = x(2π). (10) 

 
ɿʘʜʘʯʘ (8)−(10) ʩʚʦʜʠʪʩʷ ʢ ʟʘʜʘʯʘʤ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʛʦ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ, ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʫʶʱʠʤ 

ʧʦʩʣʝʜʦʚʘʪʝʣʴʥʳʤ ʧʨʠʙʣʠʞʝʥʠʝʤ ʤʝʪʦʜʘ ʫʩʨʝʜʥʝʥʠʷ. 
ɿʘʜʘʯʘ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʛʦ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ, ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʫʶʱʘʷ ʧʝʨʚʦʤʫ ʧʨʠʙʣʠʞʝʥʠʶ 

ʬʦʨʤʠʨʫʝʪʩʷ ʩʣʝʜʫʶʱʠʤ ʦʙʨʘʟʦʤ: ʥʘʡʪʠ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʝ, ʤʠʥʠʤʠʟʠʨʫʶʱʝʝ ʬʫʥʢʮʠʦʥʘʣ: 
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(12) 

 
ʉʦʛʣʘʩʥʦ ʩʜʝʣʘʥʥʳʤ ʧʨʝʜʧʦʣʦʞʝʥʠʷʤ ʩʠʩʪʝʤʘ (12) ʠʤʝʝʪ ʝʜʠʥʩʪʚʝʥʥʦʝ ʨʝʰʝʥʠʝ 

[11]: 
 

( )( ).,tuψξξ =  
 
ʆʢʦʥʯʘʪʝʣʴʥʦ, ʧʦʣʫʯʘʝʤ ʟʘʜʘʯʫ ʩ ʤʠʥʠʤʠʟʠʨʫʝʤʳʤ ʬʫʥʢʮʠʦʥʘʣʦʤ: 
 

[ ] ( )[ ]π2ZWuI = ; (13) 

( )tuZ ,
2
1 ψ
π

=′ ,   ( ) 00 =′Z ,   ( )[ ] ( )( )[ ]tuFZW ,2 ψξπ = . (14) 

 
ʅʘ ʦʩʥʦʚʘʥʠʠ ʧʨʠʥʮʠʧʘ ʤʘʢʩʠʤʫʤʘ  ʠ ʪʝʦʨʠʠ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ ʃ.ʉ. ʇʦʥʪʨʷʛʠʥʘ [11] 

u(t) ʦʧʨʝʜʝʣʷʝʪʩʷ ʠʟ ʫʩʣʦʚʠʷ: 
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ʛʜʝ u = u(t, p), ʛʜʝ P = const. 

 
ʆʧʪʠʤʘʣʴʥʦʝ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʝ ʜʣʷ ʟʘʜʘʯ 1) ʠ 2) ʚ ʩʣʫʯʘʝ m /  A<<1, ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʫʶʱʝʝ 

ʧʝʨʚʦʤʫ ʧʨʠʙʣʠʞʝʥʠʶ ʠʤʝʝʪ ʚʠʜ: 
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ɼʣʷ ʩʫʜʦʚʳʭ ʢʦʤʧʣʝʢʩʦʚ: 
 

( ) ( )
( )tC
tCbatu

2

1+= , (16) 

 
ʛʜʝ a = P1 / P2, b = P3 / P4. 
 

ʊʘʢʠʤ ʦʙʨʘʟʦʤ, ʟʘʜʘʯʠ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʛʦ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ 1) ʠ 2) ʚ ʧʝʨʚʦʤ ʧʨʠʙʣʠʞʝʥʠʠ 
ʤʦʞʥʦ ʩʚʝʩʪʠ ʢ ʟʘʜʘʯʘʤ ʵʢʩʪʨʝʤʘʣʴʥʦʛʦ ʨʝʛʫʣʠʨʦʚʘʥʠʷ ʧʦ ʧʘʨʘʤʝʪʨʘʤ Pi. 

ɺ ʩʣʫʯʘʝ n / A>>1 ʧʦʣʫʯʝʥʦ ʘʥʘʣʠʪʠʯʝʩʢʦʝ ʚʳʨʘʞʝʥʠʝ ʜʣʷ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʛʦ 
ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʫʶʱʝʛʦ ʧʝʨʚʦʤʫ ʧʨʠʙʣʠʞʝʥʠʶ. ʊʘʢ, ʨʝʰʝʥʠʝ ʟʘʜʘʯʠ 1) ʩʠʥʪʝʟʘ 
ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʛʦ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʷʝʪʩʷ ʚ ʚʠʜʝ: 
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ʛʜʝ γ >>1. 
 
ʋʧʨʘʚʣʝʥʠʝ (17) ʜʘʩʪ ʪʝʤ ʣʫʯʰʝʝ ʧʨʠʙʣʠʞʝʥʠʝ ʢ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʤʫ, ʯʝʤ ʙʦʣʴʰʝ 

ʟʥʘʯʝʥʠʝ γ. ʊʘʢ ʢʘʢ ʟʘʢʦʥ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ (17) ʩʧʨʘʚʝʜʣʠʚ ʜʣʷ ʣʶʙʳʭ ʚʦʟʤʫʱʘʶʱʠʭ 
ʬʫʥʢʮʠʡ С1(t) ʠ С2(t), ʪʦ ʩʠʩʪʝʤʘ ʘʚʪʦʤʘʪʠʯʝʩʢʦʛʦ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ ʩ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʦʡ 
ʨʝʛʫʣʷʪʦʨʘ ʩʢʦʨʦʩʪʠ ʚʝʜʫʱʝʛʦ ʟʚʝʥʘ (17) ʧʦʜʜʝʨʞʠʚʘʝʪ ʨʝʞʠʤ, ʙʣʠʟʢʠʡ ʢ 
ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʤʫ ʧʨʠ ʜʝʡʩʪʚʠʠ ʧʨʦʠʟʚʦʣʴʥʳʭ ʚʦʟʤʫʱʘʶʱʠʭ ʩʠʣ, ʚ ʪʦʤ ʯʠʩʣʝ ʠ ʥʝ 
ʧʝʨʠʦʜʠʯʝʩʢʠʭ.  

ʇʨʦʚʝʜʝʥʥʳʝ ʠʩʩʣʝʜʦʚʘʥʠʷ ʜʣʷ ʩʫʜʦʚʳʭ ʢʦʤʧʣʝʢʩʦʚ ʧʦʢʘʟʘʣʠ, ʯʪʦ ʜʦʩʪʘʪʦʯʥʦ 
ʦʛʨʘʥʠʯʠʚʘʪʴʩʷ ʟʥʘʯʝʥʠʝʤ γ=50. ʇʨʠ ʵʪʦʤ ʚʝʣʠʯʠʥʘ ʚʳʠʛʨʳʰʘ ʩʢʦʨʦʩʪʠ ʩʫʜʥʘ ʚ 
ʥʝʩʪʘʮʠʦʥʘʨʥʳʭ ʫʩʣʦʚʠʷʭ ʠʟʤʝʥʝʥʠʷ ʧʘʨʘʤʝʪʨʦʚ ʜʦʩʪʠʛʘʝʪ 8%, ʘ ʧʨʠ ʥʘʠʣʫʯʰʝʤ 
ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʠ u = umax ï 4%. ɺʝʣʠʯʠʥʘ umax ʟʘʚʠʩʠʪ ʦʪ ʚʩʝʭ ʧʘʨʘʤʝʪʨʦʚ, 
ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʟʠʨʫʶʱʠʭ ʩʫʜʦʚʦʡ ʢʦʤʧʣʝʢʩ ʠ ʩʦʩʪʦʷʥʠʝ ʤʦʨʷ. ɿʘʢʦʥ ʨʝʛʫʣʠʨʦʚʘʥʠʷ (17) 
ʷʚʣʷʝʪʩʷ ʦʜʠʥʘʢʦʚʳʤ ʜʣʷ ʚʩʝʭ ʩʣʫʯʘʝʚ ʠ ʧʦʵʪʦʤʫ ʥʝ ʪʨʝʙʫʝʪ ʧʨʦʚʝʜʝʥʠʷ 
ʜʦʧʦʣʥʠʪʝʣʴʥʳʭ ʨʘʩʯʸʪʦʚ. 

ɼʣʷ ʟʘʜʘʯʠ 2) ʧʨʠ n / A>>1 ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʝ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʝ u(t) ʠʤʝʝʪ ʚʠʜ (16), ʪ.ʝ. 
ʩʦʚʧʘʜʘʝʪ ʩ ʟʘʢʦʥʦʤ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ ʜʥʷ n / A<<1. ʀʩʧʦʣʴʟʦʚʘʥʠʝ ʟʘʢʦʥʘ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ (16) 
ʜʣʷ ʟʘʜʘʯʠ 1) n /  A>>1 ʧʦʟʚʦʣʷʝʪ ʧʦʣʫʯʠʪʴ ʩʢʦʨʦʩʪʴ ʩʫʜʥʘ υ Ÿ υopt, ʙʣʠʟʢʫʶ ʢ 
ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʡ. 

ʅʝʦʙʭʦʜʠʤʦʝ ʫʩʣʦʚʠʝ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʩʪʠ ʠʤʝʝʪ ʚʠʜ [11]: 
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= , ʛʜʝ i = 1, 2, . . ., n, ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʝ u(t) 

ʚʭʦʜʠʪ ʚ ʬʫʥʢʮʠʶ H, ʪʦ ʧʨʠ ʨʘʩʩʤʦʪʨʝʥʠʠ ʚ ʢʘʯʝʩʪʚʝ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ ʬʫʥʢʮʠʠ W = du /  dt 
ʧʦʣʫʯʘʝʤ ʦʩʦʙʳʝ ʫʯʘʩʪʢʠ, ʢʦʪʦʨʳʝ ʫʜʦʚʣʝʪʚʦʨʷʶʪ ʥʝʦʙʭʦʜʠʤʳʤ ʫʩʣʦʚʠʝʤ 
ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʩʪʠ. ʇʨʠ ʧʦʣʫʯʝʥʥʳʭ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʳʭ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷʭ ʜʣʷ ʟʘʜʘʯʠ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʝ 
ɺʈʐ, ʦʙʝʩʧʝʯʠʚʘʶʱʝʝ ʤʠʥʠʤʘʣʴʥʳʡ ʨʘʩʭʦʜ ʪʦʧʣʠʚʘ ʥʘ ʤʠʣʶ ʧʫʪʠ ʩʫʜʥʘ ʧʨʠ 
ʟʘʜʘʥʥʦʡ ʩʨʝʜʥʝʡ ʩʢʦʨʦʩʪʠ ʝʛʦ ʜʚʠʞʝʥʠʷ υ1 < υmax, ʚʝʣʠʯʠʥʘ ʵʢʦʥʦʤʠʠ ʚ 
ʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʦʤ ʨʘʩʭʦʜʝ ʪʦʧʣʠʚʘ ʤʦʞʝʪ ʜʦʩʪʠʛʘʪʴ 5%. 

ʈʘʩʩʤʦʪʨʝʥʠʝ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ ʚʠʜʘ 
 

( ) ( )tbCatu 2+=       (18) 
 
ʧʦʢʘʟʘʣʦ, ʯʪʦ ʵʢʦʥʦʤʠʷ ʚ ʨʘʩʭʦʜʝ ʪʦʧʣʠʚʘ ʧʨʠ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʠ ʧʦ ʟʘʢʦʥʫ (16) ʤʘʣʦ 
ʦʪʣʠʯʘʝʪʩʷ ʦʪ ʵʢʦʥʦʤʠʠ ʚ ʨʘʩʭʦʜʝ ʪʦʧʣʠʚʘ ʧʨʠ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʠ ʧʦ ʟʘʢʦʥʫ (18) ʠ ʪʦʞʝ 
ʜʦʩʪʠʛʘʝʪ ʜʦ 5%. ʆʜʥʘʢʦ ʟʘʢʦʥ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʷ ʚʠʜʘ (18) ʙʦʣʝʝ ʧʨʦʩʪ ʜʣʷ ʨʝʘʣʠʟʘʮʠʠ. 

ʇʦʣʫʯʝʥʥʳʝ ʩʦʦʪʥʦʰʝʥʠʷ ʧʨʠ ʤʦʜʝʣʠʨʦʚʘʥʠʠ ʠ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʤ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʠ 
ʩʠʣʦʚʳʤʠ ʘʛʨʝʛʘʪʘʤʠ ʩʫʜʦʚʳʭ ʢʦʤʧʣʝʢʩʦʚ ʚ ʦʪʣʠʯʠʝ ʦʪ ʨʝʟʫʣʴʪʘʪʦʚ, ʠʟʣʦʞʝʥʥʳʭ ʚ 
ʨʘʙʦʪʘʭ [12−13], ʧʦʟʚʦʣʠʣʠ ʤʝʪʦʜʦʤ ʜʠʥʘʤʠʯʝʩʢʦʛʦ ʧʨʦʛʨʘʤʤʠʨʦʚʘʥʠʷ [8−9] ʧʨʦʚʝʩʪʠ 
ʘʥʘʣʠʟ ʨʘʩʭʦʜʘ ʪʦʧʣʠʚʘ ʥʘ ʝʜʠʥʠʮʫ ʧʫʪʠ ʧʨʠ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʤ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʠ ʧʦ ʩʨʘʚʥʝʥʠʶ ʩ 
ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʫʶʱʠʤ ʧʦʩʪʦʷʥʥʳʤ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʝʤ.  

ʈʝʰʝʥʠʝ ʧʦʢʘʟʘʣʦ ʟʘʚʠʩʠʤʦʩʪʴ ʩʦʩʪʦʷʥʠʷ ʩʫʜʦʚʦʛʦ ʢʦʤʧʣʝʢʩʘ ʦʪ ʚʦʟʤʫʱʝʥʠʡ 
ʚʦʜʥʦʡ ʩʨʝʜʳ ʧʨʠ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʤ ʠ ʧʦʩʪʦʷʥʥʦʤ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʠ. 

 
Выводы 

ʇʦʣʫʯʝʥʳ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʝʩʢʘʷ ʤʦʜʝʣʴ ʜʠʥʘʤʠʢʠ ʩʫʜʦʚʦʛʦ ʢʦʤʧʣʝʢʩʘ ʩ ʫʯʝʪʦʤ 
ʧʝʨʝʭʦʜʥʳʭ ʧʨʦʮʝʩʩʦʚ ʠ ʥʘʡʜʝʥʦ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʝ, ʦʙʝʩʧʝʯʠʚʘʶʱʝʝ ʝʛʦ ʜʚʠʞʝʥʠʝ ʩ 
ʤʘʢʩʠʤʘʣʴʥʦʡ ʩʨʝʜʥʝʡ ʩʢʦʨʦʩʪʴʶ ʠ ʤʠʥʠʤʘʣʴʥʳʤ ʨʘʩʭʦʜʦʤ ʪʦʧʣʠʚʘ ʥʘ ʝʜʠʥʠʮʫ ʧʫʪʠ. 

ʇʦʣʫʯʝʥʥʳʝ ʩʦʦʪʥʦʰʝʥʠʷ ʧʨʠ ʤʦʜʝʣʠʨʦʚʘʥʠʠ ʠ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʤ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʠ 
ʩʠʣʦʚʳʤʠ ʘʛʨʝʛʘʪʘʤʠ ʩʫʜʦʚʳʭ ʢʦʤʧʣʝʢʩʦʚ ʧʦʟʚʦʣʠʣʠ ʤʝʪʦʜʦʤ ʜʠʥʘʤʠʯʝʩʢʦʛʦ 
ʧʨʦʛʨʘʤʤʠʨʦʚʘʥʠʷ ʧʨʦʚʝʩʪʠ ʘʥʘʣʠʟ ʨʘʩʭʦʜʘ ʪʦʧʣʠʚʘ ʥʘ ʝʜʠʥʠʮʫ ʧʫʪʠ ʧʨʠ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʤ 
ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʠ ʧʦ ʩʨʘʚʥʝʥʠʶ ʩ ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʫʶʱʠʤ ʧʦʩʪʦʷʥʥʳʤ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʝʤ. 

ʈʝʰʝʥʠʝ ʧʦʢʘʟʘʣʦ ʟʘʚʠʩʠʤʦʩʪʴ ʩʦʩʪʦʷʥʠʷ ʩʫʜʦʚʦʛʦ ʢʦʤʧʣʝʢʩʘ ʦʪ ʚʦʟʤʫʱʝʥʠʡ 
ʚʦʜʥʦʡ ʩʨʝʜʳ ʧʨʠ ʦʧʪʠʤʘʣʴʥʦʤ ʠ ʧʦʩʪʦʷʥʥʦʤ ʫʧʨʘʚʣʝʥʠʠ. 
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Purpose of the Study 
The purpose of this study is an automation of classes scheduling for the distance learning 

system, taking into account the workload of the teaching staff. The quality of training, its 
economic efficiency, the convenience of students teaching and the work of the faculty members 
depends on a well-established schedule. 

… 

Conclusions 
During the execution of the research, our own mathematical method was developed for 

scheduling, namely, a number of restrictions were determined that are taken into account when 
scheduling, the objective function was created to assess suitability ... 
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